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Vorwort

“Mathematik ist die Kunst sich vor'm Rechnen zu driicken”. In gewisser
Weise hat diese Schullehrerweisheit ein wenig Pate bei der Erstellung dieses
Buches gestanden. In Geometriekalkiile geht es darum, elementare geome-
trische Operationen wie Schnitt zweier Geraden, Verbindungsgerade zweier
Punkte, Kreis durch drei Punkte, etc. so elegant und einfach wie moglich
auszudriicken. “Ausdriicken” heifit hierbei in Formeln zu iibersetzen, die ent-
weder von Hand oder auf dem Computer ausgerechnet werden kénnen. Hierzu
sind immer zwei Aspekte relevant, die sich gegenseitig bedingen. Einerseits
benétigt man eine algebraische Darstellung grundlegender Objekte (Punk-
te, Gerade, Kreise, Kegelschnitte, etc.), andererseits Berechnungsformeln fiir
die verschiedenen Verkniipfungen. Beide Aspekte gehen Hand in Hand. Nur
die passende algebraische Repriisentation der Objekte ermdglicht es die Ope-
rationen einfach auszudriicken. Umgekehrt bedingen manchmal strukturelle
Aspekte einer geometrischen Operation, dass es sinnvoll ist, die Représenta-
tion der Objekte anzupassen.

Unser Buch hat sich zum Ziel gesetzt, wichtige algebraische Herangehens-
weisen im Umgang mit geometrischen Objekten zu erldutern. Letztlich sollen
Mittel bereit gestellt werden, mit denen man mit geometrischen Objekten
rechnen kann. Die einzelnen Rechenoperationen simulieren dabei geometri-
sche Operationen wie z.B. Schnitt, Verbindungsgerade, Kreis durch drei Punk-
te, etc.. Zielsetzung ist es, ein moglichst stimmiges und einheitliches System
zu schaffen, mit dem geometrische Objekte und Operationen in einheitlicher
und eleganter Weise dargestellt werden kénnen. In der Tat wird der Leser
im Verlauf des Buches nicht nur ein solches System kennen lernen, sondern
einige alternative und miteinander verbundenene Ansétze. Die wesentlichen
Stationen werden hierbei

homogene Koordinaten, Fernpunkte und projektive Geometrie,
Zusammenspiel von komplexen Zahlen und Euklidischer Geometrie,
Determinantenkalkiil, und

die Lie’sche Kreisgeometrie sein.



vi Vorwort

Der Schwerpunkt des Buches liegt hierbei im Aufbau des Begriffssystems.
Es werden im Vergleich zu manch anderen mathematischen Texten verhalt-
nisméfBig wenig Sdtze aufgestellt und bewiesen. Dies liegt in der Natur der
Sache. Zielsetzung ist es gerade ein Begriffssystem aufzubauen, bei dem
moglichst viele Zusammenhénge sich direkt aus den Definitionen erschlie-
Ben. Beweise werden somit oftmals fast zu Trivialitéiten, weil diese direkt aus
den Definitionen folgen.

Wichtiges Hilfsmittel auf dem Weg wird hierbei die Sprache der projek-
tiven Geometrie sein, die konsequent versucht unendlich ferne Objekte mit
in die Betrachtung einzubeziehen und somit die iibliche euklidische Betrach-
tungsweise von Sonderfillen befreit. Die algebraische Entsprechung findet
die projektive Geometrie in den homogenen Koordinaten, die ein ideales Be-
griffssystem im obigen Sinne darstellen. Die ersten Kapitel (1-5) werden sich
genau mit diesen Strukturen beschiiftigen. Auf den ersten Blick wird dieser
Zugang zur Geometrie einen groflen Nachteil haben. Metrische Eigenschaften
wie Winkel und Léngen erscheinen nur schwer in das System einbeziehbar.
Es stellt sich heraus, dass dieser Nachteil nur ein scheinbarer ist. Die konse-
quente Nutzung von komplexen Zahlen erlaubt quasi die projektive Behand-
lungsweise metrischer Strukturen. Dieser Zugang wird in den Kapiteln 6 und
7 verfolgt. Die Kapitel 8 und 9 bauen Zusammenhinge zur dufleren Algebra
auf, die es letztlich ermoglichen die dargestellten Herangehensweisen auch
auf hohere Dimensionen zu iibertragen. Insbesondere erméglich dies die ele-
gante Behandlung von Punkten, Geraden und Ebenen im dreidimensionalen
Raum. Weiterhin wird gezeigt, dass eine sinnvolle Darstellung von Geraden
im Raum durch sechsdimensionale Vektoren gegeben ist. Die Kapitel 10 bis
12 schliellich fithren den Gedanken der hochdimensionalen Einbettung geo-
metrischer Objekte konsequent weiter und fiithren fiir ebene Kreise fiinfdi-
mensionale Koordinaten ein (die Lie-Koordinaten), mit denen sich Schnitt-
und Beriihrrelationen ebener Figuren besonders elegant darstellen lassen. In
diesem Zusammenhang werden wir auch Bekanntschaft mit Quaternionen
machen, einer Struktur, durch die sich Drehungen im Raum besonders ele-
gant ausdriicken lassen.

Unsere Behandlung der Themen hat mehrere Leitmotive. Eines ist wie
bereits erwdhnt das Darstellen niederdimensionaler Objekte in héherdimen-
sionalen Rdumen. Durch die zusétzlichen Dimensionen kann man zusétzliche
Informationen zu den Objekten codieren. Dies erméglicht es oftmals Situatio-
nen zu linearisieren, die auf den ersten Blick hohere algebraische Operationen
zu erfordern scheinen. Ein zweites Leitmotiv ist das Eliminieren von Son-
derféllen. Nicht selten scheinen geometrische Operationen nur fiir bestimmte
Eingabegrofien zuléssig (zwei Geraden haben nur dann einen Schnitt, wenn
sie nicht parallel sind). Oftmals ist es sinnvoller diese Sonderfiille hinzuneh-
men, als sich in einem Gewirr von Fallunterscheidungen zu verstricken. Diese
geschieht, indem man zusétzliche Elemente “hinzudefiniert”. Wenn es fiir
zwei Parallelen keinen Schnittpunkt gibt, dann definieren wir einfach seine
Existenz und nennen ihn einen Punkt im Unendlichen. Das Hinzunehmen
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solcher zusétzlicher Elemente hat nicht selten iiberraschende algebraische
Entsprechungen und offenbart die eigentliche Natur der Sache. Ganz ana-
log wird beim Hinzunehmen einer Zahl i mit der Eigenschaft i> = —1 wird
plotzlich die Welt der reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen hin erweitert
und fiir viele reelle Effekte der “wahre” Grund geliefert. Dies bringt uns zum
dritten Leitmotiv: Die Rolle der komplexen Zahlen in der Geometrie. Die
Multiplikation mit einer komplexen Zahl kann in der komplexen Zahlenebene
als Drehstreckung aufgefasst werden. Wir werden sehen, dass dieser Zusam-
menhang der Schliissel dazu ist einige Fuklidische Verhéltnisse algebraisch
elegant auszudriicken. Ein Fakt, der im Neuzehnten Jahrhundert zu einiger
Uberraschung gefiihrt hat, aber auch heute noch nicht so bekannt ist wie er
es vielleicht sein sollte.

Alles in allem soll dieses Buch eine Art geometrischer/algebraischer Werk-
zeugkasten fiir den Umgang mit geometrischen Problemen darstellen. Insbe-
sondere, wenn man vor der Aufgabe steht gewisse geometrische Primitivope-
rationen in einem Computerprogramm zu implementieren, sollten sich hier
einige niitzliche Methoden finden lassen. Aber auch bei der rein mathema-
tischen Betrachtungsweise sollten sich unter Verwendung der vorgestellten
Mittel viele Dinge einfacher und schliissiger formulieren lassen.

Wir haben versucht die Voraussetzungen fiir das Verstédndnis des Tex-
tes so gering wie moglich zu halten. Der Text richtet sich an Studenten
der Mathematik, Informatik und Physik ab dem dritten Semester. Grund-
kenntnisse in Linearer Algebra (Vektorrdume, Matrizen, Kreuzprodukt, De-
terminanten, Eigenvektoren) und komplexen Zahlen (Definition, komplexe
Zahlenebene, Polardarstellung) sollten vorhanden sein. Mathematiker wer-
den im Text elementare Einfithrungen in Themenbereiche finden, die man
iiblicherweise erst sehr viel spéter (oder gar nicht) kennen lernt. Fiir In-
formatiker sollten sich viele Anregungen zum Implementieren geometrischer
Primitivoperationen finden. Physiker finden hier (wenn auch oftmals nicht
explizit hervorgehoben) Grundlagen vieler mathematischer Methoden, die in
der theoretischen Physik, der Relativitéitstheorie, bis hin zur Quanten- und
Elementarteilchenphysik eine entscheidende Rolle spielen.

Der Ursprung und die Motivation fiir diesen Text entstammt zweier ver-
schiedenen Quellen. Einerseits ist er begleitend zu einer Bachelor Vorlesung
“Geometriekalkiile” fiir Mathematikstudenten im dritten Semester an der
TU Miinchen entstanden, bei der Einer von uns (Jiirgen Richter-Gebert) die
Vorlesungen gehalten hat, und der Andere (Thorsten Orendt) fiir die Ubung
verantwortlich war. Sowohl der Text als auch die Ubungen sind also in ge-
wisser Weise praxiserprobt. Die Vorlesung war einsemestrig, zweistiindig und
beinhaltete grob den Stoffumfang der ersten neun Kapitel. Der Text bietet
aber auch geniigend Material eine durchaus umfangreichere Vorlesung damit
zu gestalten. Jedes Kapitel enthélt als letzten Abschnitt eine Exkursion. Die-
se hebt immer schlaglichtartig einen weiterfithrenden/angewandten/éstheti-
schen Aspekt des gerade behandelten Stoffes hervor. Die Exkursionen kénnen
ohne das Verstdndnis der nachfolgenden Kapitel zu beeintrichtigen beim Le-
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sen ausgelassen werden. Es sei an dieser Stelle auch erwidhnt, dass parallel
zur Erstellung dieses Buches ein unfangreichereres englichsprachiges entsteht
(vgl. [Ri]), das viele der hier angeschnittenen Themen nochmals vertieft und
weiterfithrend aufgreift und weitere Hintergriinde und Querbeziige vermittelt.
Dem interessierten Leser wird dies als ergdnzende Literatur sehr empfohlen.
Die zweite Quelle ist die Erfahrung bei der Entwicklung des Geometriepro-
grammes Cinderella (www.cinderella.de), welches der zweite Autor (Jiirgen
Richter-Gebert) gemeinsam mit Ulrich Kortenkamp verfasst hat. Bei der Ent-
wicklung des Programmes haben wir uns bemiiht die benétigten geometri-
schen Operationen in moglichst eleganter Weise zu implementieren. Viele
(wenn auch lange nicht alle) der in Cinderella verwendeten Methoden finden
in diesem Buch eine Darstellung. Unter Verwendung von Cinderella entstand
auch eine Sammlung interaktiver Begleitmaterialen zu diesem Buch, die im
Rahmen des Portals Mathe-Vital (www.mathe-vital.de) zur Verfiigung ge-
stellt werden. Die Materialien illustrieren viele der hier vorgestellten Kon-
zepte und stellen eine niitzliche Ergdnzung zum Studium dieses Buches dar.
Fiir den Dozenten bieten sie auch eine Fiille von Demonstrationsmaterial.
Die Materialien sind direkt erreichbar unter www.geometriekalkuele.de.

Wir hoffen der Leser hat beim Durcharbeiten dieses Textes anniahernd so viel
Freude wie wir beim Erstellen.

An dieser Stelle sei noch unser Dank an einige Personen gerichtet, ohne die
dieses Buch insbesondere in so kurzer Zeit nicht entstanden wére, oder sicher-
lich eine deutlich andere Form hétte. Ich, Jiirgen Richter-Gebert, danke ganz
herzlich meiner Frau Ingrid dafiir, dass sie mir in den letzen drei Monaten so
sehr den “Riicken frei gehalten hat”, so dass ich mich voll auf die Erstellung
des Textes und vieler Graphiken und Applets konzentrieren konnte. Ebenso
dafiir, dass sie immer ein offenes Ohr fiir die zahlreichen grofien und kleinen
Probleme im Zusammenhanghang mit diesem Projekt hatte. Meiner Tochter
Angie danke ich ganz herzlich fiir ihr Verstéindnis, dass ich in den letzen Wo-
chen ziemlich absorbiert und nur begrenzt ansprechbar war. Ich, Thorsten
Orendt, danke insbesondere meiner Freundin Judith fiir ihrer Unterstiitzung.

Des Weiteren gilt unser Dank den Mitarbeitern des Lehrstuhls Geometrie
und Visualisierung an der TU Miinchen, fiir zahlreiche Anregungen, kritische
Kommentare und Korrekturlesen des Manuskriptes in seinen verschiedenen
Stadien; insbesondere an Michael Schmid und Jutta Niebauer fiir ihren um-
fangreichen Korrekturlesearbeiten.

Ein besonderes Dankeschon geht an Martin Peters vom Springer Verlag,
der in seiner unvergleichlich unbiirokratischen und kooperativen Art und Wei-
se, eine schnelle Entstehung dieses Buchprojektes tiberhaupt erst ermoglicht
hat.

Thorsten Orendt
Jiirgen Richter-Gebert

Garching, Mai 2008
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1

Homogene Koordinaten der Ebene

Zu den vermeintlich einfachsten und intuitivsten geometrischen Objekten
gehoren Punkte und Geraden. Aber selbst beim Studium dieser Objekte
in der euklidischen Ebene R? treten Situationen auf, bei denen sich mit
den herkémmlichen Werkzeugen Fallunterscheidungen nicht vermeiden las-
sen. Ein einfaches Beispiel hierfiir sind zwei Geraden in der Ebene. Diese
konnen sich schneiden, zueinander parallel sein oder gar zusammenfallen.
Wollte man den Schnittpunkt der beiden Geraden mittels der iiblichen und
nahe liegenden Mittel der Linearen Algebra bestimmen, so wiirde man ein
lineares Gleichungssystem l6sen, welches je nach Lage der Geraden drei qua-
litativ verschiedene Losungsmengen haben kann. Die Losungsmenge kann
leer sein, d.h. die Geraden haben keine Schnittpunkt, sind also parallel. Die
Losungsmenge kann einen einzigen Punkt enthalten, das ist der Fall, wenn
die Geraden sich tatséichlich schneiden. Und schliellich kénnen die Geraden
zusammenfallen, was auf einen eindimensionalen affinen Raum als Losungs-
menge fithren wiirde.

Mit Hilfe homogener Koordinaten (mit denen wir uns im Folgenden be-
schiiftigen werden) kénnen solche Situationen weitestgehend vereinheitlicht
und Fallunterscheidungen vermieden werden. Aber sie bieten noch einen wei-
teren Vorteil. Die Darstellung von Punkten und Geraden vereinheitlicht und
vereinfacht sich ebenfalls, da beide Objekte mittels dreidimensionaler Vekto-
ren dargestellt werden.

Im Folgenden werden die homogenen Koordinaten fiir Punkte und Geraden
der euklidischen Ebene eingefiihrt, die zugehérige Inzidenzrelation (“Punkt
liegt auf Gerade”) erklirt und einfache geometrische Operationen, wie z.B.
die Bestimmung eines Schnittpunkts zweier Geraden, studiert. Im Anschluss
gehen wir auf verschiedene Sichtweisen der zugrunde liegenden geometrischen
Struktur, die reelle projektive Ebene, ein. Schlielich endet das Kapitel mit
einem kleinen Exkurs zur Topologie zweidimensionaler Raumformen.

J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 1
DOI 10.1007/978-3-642-02530-3_1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009



2 1 Homogene Koordinaten der Ebene

R? = {(z,y,2) €R® : z=1}

Abb. 1.1 Einbettung der euklidische Ebene im R3.

1.1 Punkte

Die Idee hinter homogenen Koordinaten ist es, die euklidische Ebene in den
dreidimensionalen Raum R? einzubetten — und zwar so, dass sie den Null-
punkt nicht enthélt. Im Prinzip gibt es dazu beliebig viele Moglichkeiten. Als
rechnerisch am einfachsten erweist sich die Einbettung parallel zur xy-Ebene
auf dem Niveau z = 1.1 Mittels dieser Einbettung erhilt man eine injekti-
ve Abbildung zwischen den Punkten der Ebene und den eindimensionalen
Untervektorriumen des R3. Jeder Punkt der auf z = 1 eingebetteten Ebe-
ne ist Schnittpunkt eines eindimensionalen Untervektorraums und der Ebene
selbst, d.h. wir konnen jedem Punkt der Ebene genau einen eindimensionalen
Untervektorraum zuordnen. Diesen Untervektorraum kénnen wir wiederum
mittels eines Vektors, der diesen Untervektorraum aufspannt, repriasentieren.
Ein einfacher Reprisentant ist der Schnittpunkt selbst. Das ist ein Vektor
der Form (z,y,1)T. An dieser Stelle sollten wir anmerken, dass auch jeder
andere Vektor, ungleich dem Nullvektor, aus dem zugehorigen Untervektor-
raum als Reprisentant moglich ist. Gewissermafien werden vom Nullvektor
verschiedene Vielfache eines Vektors miteinander identifiziert.

Im Folgenden wollen wir die eben beschriebene Idee formal fassen. Die
Menge der eindimensionalen Untervektorriume des R? (mit herausgenom-
menen Nullpunkt) kénnen wir mittels der Quotientenstruktur

1 Eine weitere ausgezeichnete und interessante Moglichkeit der Einbettung ergibt sich,
wenn man die Ebene, die im R? durch die Spitzen der drei Einheitsvektoren geht, betrach-
tet. Diese hat in bestimmten Situationen ihre Vorziige, soll aber im Weiteren hier nicht
betrachtet werden.



1.1 Punkte 3

B\ {(0,0.0)7)
R\ {0]

darstellen. Die Elemente von P sind dann die Aquivalenzklassen

P

[P]={\-P : AeR*},

wobei R* = R\ {0} und P € R3\ {(0,0,0)”} (vgl. Abb. 1.1). Bei dieser
Quotientenstruktur identifizieren wir alle Vektoren des R3 miteinander, die
sich nur um ein skalares Vielfaches? ungleich Null unterscheiden, oder anders
gesagt, alle vom Nullvektor verschiedenen Vektoren eines eindimensionalen
Untervektorraums liegen in derselben Aquivalenzklasse. Die Zuordnung der
eindimensionalen Untervektorriume zu den Punkte (z,y)? der euklidischen
Ebene ist dann durch die Abbildung

€T
H:R? = P; (I)H y
4 1

gegeben. Die Abbildung H nennen wir Homogenisierung . Da die Abbildung
‘H injektiv ist, konnen wir auch die Umkehrung D von H betrachten. Diese
nennen wir Dehomogenisierung . Sie ist fiir Vektoren (z,y, 2)7 mit z # 0 wie
folgt definiert.

— ) z 1 /[ax
D:R3 — R?; y | ——-- )
z 2 \Y

wobei R3 = R3\ {(z,,0) : 2,y € R} gesetzt wird. Die Abbildung D ist ver-
tréglich mit der Quotientenstruktur P, denn fiir zwei verschiedene Vektoren
P, P’ € R3 gilt

[P] = [P'] <= D(P)="D(P).

Anders ausgedriickt heifit das, dass Vektoren aus derselben Aquivalenzklasse
immer den gleichen Punkt der euklidischen Ebene zugewiesen bekommen.
An dieser Stelle ergibt sich nun die Frage nach Vektoren der Form
(z,v,0)T. Sie kénnen nicht mit Punkten der euklidischen Ebene identifiziert
werden. Aber mittels der Aquivalenzklassen kénnen wir eine andere Interpre-
tation herleiten. Sei
Pt)=(z-t,y-t,1)T

ein Vektor, dem wir mittels D den Punkt (z-¢,y-t)7 der euklidischen Ebene
zuordnen konnen. Da in P skalare Vielfache identifiziert werden, gilt

2 Hier ist die gewohnliche Skalarmultiplikation des Vektorraums R3 gemeint.
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Wenn wir nun den Grenzwert fiir ¢ — oo betrachten, entspricht das an-
schaulich der Situation, dass sich der Punkt P(t) auf einer Geraden® in der
Ebene z = 1 immer weiter vom Ursprung entfernt, sozusagen im Grenzfall ein
unendlich ferner Punkt ist . Anhand von Abb. 1.1 kann man sich diesen Zu-
sammenhang verdeutlichen. Dort zu sehen ist der Vektor P und eine Gerade,
die in der Ebene z = 1 verlduft. Anschaulich wiirden sich jetzt der Punkt [P]
entlang dieser Geraden immer weiter vom Ursprung entfernen. Betrachten
wir nun die zugehorige Darstellung in homogenen Koordinaten. Fiir sie gilt

x x
tlim [P(t)] = 1tlim Yy = y
- T\t 0

Folglich reprisentieren alle Vektoren der Form (x,y,0)? unendlich weit ent-
fernte Punkte, die wir mit Richtungen von Geraden in der euklidischen Ebene
identifizieren kénnen. Wir nennen diese Punkte Fernpunkte. Fiir jedes Paral-
lelbiischel, d.h. fiir jede Geradenrichtung, gibt es in P einen Fernpunkt, der
die zugehorige Richtung représentiert.

Die obige Konstruktion liefert fiir alle Vektoren aus R? \ {(0,0,0)7} eine
geometrische Interpretation. Entweder als normale (endliche) Punkte der eu-
klidischen Ebene oder als unendlich ferne Punkte. Wir werden im Folgenden
sehen, dass wir unendlich ferne Punkte als vollkommen gleichberechtigt zu
endlichen Punkten auffassen kénnen.

1.2 Geraden

Homogene Koordinaten eignen sich gleichermaflen, um die Geraden der eu-
klidischen Ebene zu beschreiben. Eine Gerade in der Ebene kann durch eine
Gleichung

ar+by+c=0

eindeutig festgelegt werden, wobei (a,b)T € R?\ {(0,0)T} und ¢ € R gelten
muss, damit die Gleichung reelle Losungen hat. Alle Punkte (x,y)7, die diese
Gleichung erfiillen, liegen auf der Geraden. Dabei bestimmen die Koeffizien-
ten a, b und c die Gerade eindeutig, d.h. wir konnen, in gleicher Weise wie bei
den Punkten der euklidischen Ebene, jeder Gerade einen dreidimensionalen
Vektor (a,b,c)T zuweisen. Die Gleichung Aaz + A\by 4+ Ac = 0 hat fiir A # 0
genau die gleiche Losungsmenge wie ax + by + ¢ = 0. Somit reprisentieren
die Vektoren (a,b,c)” und X - (a,b,c)”, wobei A € R*, dieselbe Gerade. Die

3 Die Richtung der Geraden ist dabei durch z und y festgelegt.
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Struktur, die wir hier haben, ist die gleiche wie bei den Punkten. Wir haben
wieder eine Zuordnung zwischen geometrischen Objekten der euklidischen
Ebene, den Geraden, und eindimensionalen Untervektorrdaumen des R3.

Es gibt jedoch einen eindimensionalen Teilraum, dessen Vektoren keine
Interpretation als reelle Gerade zulassen. Dies ist der Vektorraum, der von
(0,0,1)T aufgespannt wird. Bei der Riickiibersetzung dieses Vektors in eine
Geradengleichung erhélt man den Widerspruch 1 = 0, was keiner sinnvollen
Geradengleichung entspricht. Dennoch werden wir diesem Vektorraum im
niichsten Abschnitt eine sinnvolle Interpretation zuweisen kénnen, nidmlich
die der Ferngeraden®.

Insgesamt erhalten wir die gleiche Quotientenstruktur wie bei den Punk-
ten, d.h. die Menge der Geraden G ist eine (von P disjunkte) Kopie der
Menge der Aquivalenzklassen

RS\ {(0,0.0)7)

=R\

1.3 Inzidenz

Nachdem wir homogene Koordinaten fiir Punkte und Geraden in der eu-
klidischen Ebene eingefiihrt haben, miissen wir noch deren Beziehung, die
Inzidenzrelation, erkléren. Diese soll erkliren, wann ein Punkt auf einer Ge-
raden liegt. Wir betrachten zunéchst wieder die Situation in der euklidischen
Ebene. Sei P = (z,y)” ein Punkt und g eine Gerade, die definiert wird durch
die Gleichung az + by + ¢ = 0. Der Punkt P liegt genau dann auf g, wenn
dieser die Geradengleichung erfiillt. Anders ausgedriickt heifit das, dass

x a
Pliegtaufg<:>< yl,|0 >:O7
1 c

wobei (-, -) das Standardskalarprodukt bezeichnet. Die beiden Vektoren, die
oben im Skalarprodukt verwendet werden, lassen sich direkt als homogene
Koordinaten des Punktes P und der Gerade g auffassen, was uns wiederum
die Definition der Inzidenzrelation auf Basis der homogenen Koordinaten
ermoglicht.

Definition 1.1. Seien [P] € P und [g] € G homogene Koordinaten. Dann
ist die Inzidenzrelation I wie folgt erkldrt.

[PlZ[g] <= (Pg)=0

4 Die Gerade, auf der alle unendlich fernen Punkte liegen.
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Die obige Definition ist wohldefiniert bzgl. der Aquivalenzklassenbildung
sowohl in P, als auch in G.

Satz 1.2. Die Inzidenzrelation T ist wohldefiniert, d.h. unabhdngig von der
Wahl der Reprdsentanten.

Beweis. Sei [P] = [P’] und [g] = [¢']. Dann gibt es p, A € R* mit P’ = \- P
und ¢’ = u - g. Ferner gilt fiir das Skalarprodukt

(P'.g") = (A P.p-g) = M- (P.g).
Da Ap # 0 folgt
(P',g") =0 < (P,g)=0.
O

Die letzte Uberlegung sagt uns, dass wir, wenn wir Aussagen iiber Inziden-
zen machen, allein mit Repréasentanten arbeiten kénnen. Um die Notation zu
vereinfachen, werden wir davon im restlichen Kapitel Gebrauch machen und
Reprisentanten von Punkten und Geraden praktisch mit den zugehorigen
Aquivalenzklassen gleichsetzen.

Wir wollen uns an dieser Stelle noch einmal klar machen, wie endliche und
unendliche Punkte auf die Geraden verteilt sind. Betrachten wir zunéchst Ge-
raden, die durch Vektoren g = (a,b,¢)T mit (a,b) # (0,0) dargestellt werden
(also die iiblichen Geraden der Ebene). Setzen wir x = —b und y = a, so
erfiillt der Punkt P = (z,y,0)T die Gleichung (P, g) = 0 und liegt somit auf
der Geraden g. Der Vektor P représentiert einen unendlich fernen Punkt.
Tatséchlich ist P der einzige unendlich ferne Punkt auf der Geraden g, wie
man leicht nachpriift. Auf jeder gew6hnlichen Gerade liegt somit genau ein
unendlich ferner Punkt. Die unendlich ferne Gerade I, = (0,0,1)7 ist wieder-
um inzident zu allen Punkten der Form (z,y,0)7. Also liegen alle unendlich
fernen Punkte auf der unendlich fernen Geraden.

Vom Standpunkt der Mengen P und G spielen unendlich ferne Elemente
keinerlei Sonderrolle. Sie werden genauso durch Vektoren représentiert wie
an%ere Elemente. Das Tripel (P, G,Z) nennt man die reelle projektive Ebene
RP~.

1.4 Geometrische Operationen

In den bisherigen Abschnitten haben wir das Riistzeug bereitgestellt, um die
ersten Vorziige homogener Koordinaten kennen zu lernen. Mit ihnen werden
die einfachsten geometrischen Operationen, wie die Verbindungsgerade zweier
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Punkte oder den Schnittpunkt zweier Geraden zu bestimmen, sehr einfach
zu handhabbar.

Zunichst machen wir uns klar, was es auf Ebene der reprisentierenden
Vektoren bedeutet, dass ein Punkt P inzident zu einer Geraden g ist. In
diesem Fall ist (P, g) = 0 und somit stehen die beiden Vektoren senkrecht
aufeinander.

Seien nun P, P’ € P zwei verschiedene Punkte der reellen projektiven
Ebene, deren Verbindungsgerade (Join) g € G wir suchen. Dies soll eine
Gerade sein, die gleichzeitig inzident mit beiden Punkten ist. Wir suchen
also einen Vektor g, der gleichzeitig senkrecht auf P und P’ steht:

(PIg und P’Ig) — (PJ_g und P'J.g).

Da P und P’ zwei linear unabhingige Vektoren sind®, ist der eindimensionale
Untervektorraum g eindeutig bestimmt, ndmlich g = P x P’ € G.

Die Berechnung des Schnittpunkts (Meet) zweier Geraden verlduft véllig
analog. Seien g, g’ € G zwei verschiedene Geraden der reellen projektive Ebe-
ne deren Schnittpunkt P € P wir bestimmen wollen. Dieser Punkt soll wie-
derum gleichzeitig inzident zu beiden Geraden sein. In diesem Fall liefert Z:

(PIg und PIg’) = (PJ_g und PJ.g’).

Ebenso wie bei der Verbindungsgerade ist der Schnittpunkt eindeutig be-
stimmt, P =g x ¢’ € P.

Anstatt, wie am Anfang dieses Kapitels erwihnt, lineare Gleichungssyste-
me zu l16sen, um den Schnittpunkt zweier Geraden zu bestimmen, reduziert
sich der Aufwand auf die Berechnung eines Kreuzprodukts zweier Vektoren.
Wir kénnen so die Verbindungsgerade zweier Punkte und den Schnittpunkt
zweier Geraden als einfache Operatoren begreifen, die {iber das Kreuzprodukt
berechnet werden. Homogene Koordinaten erleichtern nicht nur die Berech-
nung, sondern bewirken auch eine Vereinheitlichung. Hierfiir studieren wir
die folgenden Situationen.

Wir beginnen mit zwei Punkten P und P’. Fiir die soll gelten, dass P = P’
ist. In diesen Fall ist das Kreuzprodukt P x P’ gleich dem Nullvektor. Das
gleiche Ergebnis erhalten wir bei der Schnittpunktsberechnung zweier iden-
tischer Geraden. Anders als bei einem linearen Gleichungssystem, bei dem
die Losungsmenge in diesem Fall nicht eindeutig wére, bekommen wir einen
eindeutigen Vektor, der erstens keinen Punkt bzw. keine Gerade représentiert
und zweitens, an dem wir ablesen konnen, dass eine degenerierte Situation
aufgetreten ist. Der Nullvektor signalisiert uns also eine degenerierte Situa-
tion.

5 Sie stellen ja unterschiedliche Punkte dar.
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Kommen wir nun zu den generischen Féllen, bei denen keine Degene-
riertheiten auftreten. Hierfiir betrachten wir die Gestalt des Kreuzproduktes
néher. Das Kreuzprodukt liasst sich mittels der folgenden 2 x 2-Determinanten

ausdriicken.
det (bl b2>
C1 Co

aq a9 a a
1 a2
bl X b2 = —det ( >

C1 C2
C1 C2

ay ag
det (bl b2>

Angenommen die beiden obigen Vektoren waren die homogenen Koordinaten
zweier Geraden. In unserer Interpretation sind die beiden Geraden Losungs-
gebilde der beiden Gleichungen a;x +b;y+¢; = 0 (i = 1, 2). Die Richtung der
beiden Geraden wird durch die Richtung der Vektoren (a;, b;)? festgelegt. Es
gilt: die beiden Geraden sind genau dann parallel, wenn fiir die zugehorigen
homogenen Koordinaten gilt

ap az o
det (bl b2> =0.

Dies bedeutet aber, dass die dritte Komponente des Kreuzproduktes ver-
schwindet, was soviel bedeutet, wie dass sie sich in einem Fernpunkt schnei-
den, nadmlich in dem Fernpunkt, der die Richtung der zugehorigen Paralle-
lenschar représentiert.

Die dritte Komponente des Kreuzproduktes verschwindet ebenso, wenn wir
(a1,b1,c1)T = (0,0,1)7, also als Ferngerade, setzen. Somit hat jede gewthn-
liche Gerade mit der Ferngerade genau einen Punkt (ihren Fernpunkt) zum
Schnitt. Sind die beiden Geraden hingegen endlich (also ungleich der Fern-
gerade) und nicht parallel, dann verschwindet die dritte Komponente ihres
Kreuzprodukts bzw. Schnittpunkts nicht. Der Schnittpunkt ist also ein end-
licher Punkt.

Analog kénnen wir die verschiedenen Félle von Verbindungsgeraden zwei-
er Punkte studieren. Im Falle von zwei endlichen Punkten erhélt man eine
gewoOhnliche Verbindungsgerade, die beide Punkte enthilt. Ist jedoch einer
von beiden ein Fernpunkt, dann bekommt man als Verbindungsgerade die
Gerade durch den endlichen Punkt in Richtung des Fernpunkts. Die letzte
Kombination ist, dass beide Fernpunkte sind. Hier ergibt sich die Ferngerade
als Verbindungsgerade.

Zusammenfassend konnen wir zwei Punkte festhalten, die die Inzidenz in
der reellen projektive Ebene charakterisieren.



1.5 Verschiedene Sichtweisen 9

Abb. 1.2 Konstruktion einer Parallelen zu g durch P.

o 2u jedem Paar verschiedener Punkte gibt es genau eine Verbindungsgerade.
e zu jedem Paar verschiedener Geraden gibt es genau einen Schnittpunkt.

Abschlielend wollen wir noch ein Beispiel angeben, bei dem der Vorteil
homogener Koordinaten demonstriert wird. Zur Veranschaulichung ist die
folgende Konstruktion in Abb. 1.2 dargestellt.

Gegeben sei eine Gerade g und ein Punkt P, der nicht auf g liegt. Die Aufgabe
sei die Parallele ¢’ zur Geraden g durch den Punkt P zu bestimmen. Mittels
homogener Koordinaten erhélt man ¢’ einfach, indem man P mit dem Fern-
punkt von g verbindet. Der Fernpunkt ergibt sich wiederum als Schnittpunkt
von g und der Ferngeraden [. D.h. die gesuchte Parallele ist gegeben durch

g =(gxlx) x P

1.5 Verschiedene Sichtweisen

Bisher haben wir nur auf Basis der Représentanten und der zugehorigen
Aquivalenzklassen gearbeitet, d.h. wir haben Punkte und Geraden mit Vek-
toren des R3 identifiziert. Im Folgenden wollen wir zwei weitere anschauliche
Ansichten aufzeigen.

Die erste bezieht sich auf ein- und zweidimensionale Untervektorrdume
des R3. Bei den Punkten der Ebene sndert sich nichts. Sie werden weiterhin
mit den eindimensionalen Untervektorrdumen des R? identifiziert®. Die Gera-
den jedoch werden nun anstatt mit eindimensionalen mit zweidimensionalen

6 Dies ist die Aquivalenzklasse P zusammen mit dem bisher ausgeschlossenen Nullpunkt
des R3
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Abb. 1.3 Von RP? nach S$2.

Untervektorriumen identifiziert. Man kann némlich jede Aquivalenzklasse
g € G auch als Orthogonalraum einer Ebene im R? auffassen. Diese Ebene
ist wieder eindeutig bestimmt und enthélt den Ursprung, ist also ein zwei-
dimensionaler Untervektorraum. Bei dieser Interpretation iibersetzt sich die
Inzidenzrelation einfach zur Enthalten-sein-Relation von Untervektorraum-
en, d.h. ein Punkt P € P liegt auf der Geraden g € G genau dann, wenn
fiir die zugehorigen Untervektorrdume gilt, dass der eindimensionale Unter-
vektorraum, der zu P gehort, im zweidimensionalen Untervektorraum, der
wiederum zu g gehort, enthalten ist. Somit werden in dieser Sichtweise Ge-
raden (wie gewohnt) als Vereinigung bestimmter Punktmengen interpretiert.
Die hier beschriebene Situation findet sich in der Abbildung 1.1 wie folgt wie-
der: Die in der eingebetteten Ebene verlaufende Gerade und der Ursprung im
R3 spannen einen zweidimensionalen Untervektorraum auf. Dieser Untervek-
torraum hat einen eindimensionalen Orthogonalraum, der in der Abbildung
vom Vektor g aufgespannt wird. Die Aquivalenzklasse g ist aber auch die
homogene Koordinate der in der Ebenen verlaufenden Geraden. Fiir jeden
Punkt P, der auf dieser Geraden liegt, gilt, dass der zugehorige eindimen-
sionale Untervektorraum tatséchlich in dem von g bestimmten zweidimensio-
nalen Untervektorraum enthalten ist. Auflerdem ergibt sich die Gerade g als
Schnitt der auf z = 1 eingebetteten Zeichenebene und des von g bestimmten
zweidimensionalen Untervektorraums.

Die zweite Sichtweise bezieht sich nicht auf eine im R? eingebettete Ebe-
ne, sondern auf eine Kugeloberfliche im euklidischen Raum R3. Die Idee
dabei ist, die eben betrachteten Untervektorrdume mit der Kugeloberfliche
der Einheitssphiire S% = {(x,y,2)T € R® : 22 + 42 + 22 = 1} zu schneiden.
Jeder eindimensionale Untervektorraum schneidet die Sphére in genau zwei
antipodalen” Punkten. Da wir eindimensionale Untervektorriume als einen
einzigen Punkt der reellen projektiven Ebene auffassen, miissen wir auch die
beiden antipodalen Schnittpunkte als genau einen Punkt der reellen projek-

7 also gegeniiberliegenden.
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Abb. 1.4 Die reelle projektive Ebene ist nicht orientierbar.

tiven Ebene interpretieren. Um die Geraden zu interpretieren verfahren wir
folgendermafien: Wenn wir die Geraden wieder mit zweidimensionalen Un-
tervektorrsumen des R? identifizieren, bekommen wir unmittelbar ihre Inter-
pretation auf der Kugeloberfliche, ndmlich als Schnitt der Kugeloberfliche
und des zur Geraden gehorenden Untervektorraumes. Dabei werden bei die-
ser Anschauung die Geraden in RP? zu GroBkreisen auf S? und die Inzidenz
wird letztlich einfach zur Inzidenz auf der Kugeloberfliche. Abbildung 1.3
illustriert dies anhand einer einfachen Konfiguration mit neun Punkten und
neun Geraden.

1.6 Nicht-Orientierbarkeit der reellen projektiven Ebene

Wir wollen nun die reelle projektive Ebene unter topologischen Gesichtspunk-
ten betrachten. Im letzten Abschnitt haben wir die reelle projektive Ebene auf
der S? darstellen kénnen, indem wir antipodale Punkte identifiziert haben.
Diese Identifikation bedeutet, dass die S? die reelle projektive Ebene RP?
doppelt tiberdeckt. D.h. eigentlich erhalten wir als Modell der Punkte von
RP? die halbe Kugeloberfliche, bei der am Rand gegeniiberliegende Punkte
noch identifiziert werden miissen. Topologisch® gesehen ist das Innere der hal-
ben Kugeloberfliche dquivalent zum Inneren einer quadratischen Fliche. Da
gegeniiberliegende Punkte auf dem Rand der halben Kugeloberfliche iden-
tifiziert wurden, miissen ebenso die Randpunkte des Quadrats identifiziert
werden, d.h. gegeniiberliegende Seiten des Quadrats miissen in entgegenge-
setzter Richtung miteinander identifiziert werden.

Mittels dieses Modells ldsst sich einfach veranschaulichen, dass die reelle
projektive Ebene nicht orientierbar ist. Dafiir schieben wir z.B. eine Figur
in Form eines “F” zum linken Rand aus dem eben beschriebenen Quadrat

8 Die Topologie untersucht die Eigenschaften geometrischer Objekte, die unter stetigen
Verformungen invariant bleiben. D.h. wir kénnen uns die halbe Kugeloberfliche aus Gum-
mi vorstellen, sie nach belieben verformen und erhalten topologisch gesehen immer noch
dasselbe Objekt.
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hinaus (sieche Abb. 1.4). Sobald wir einen Teil des F hinausgeschoben haben,
erscheint dieser wieder auf der gegeniiberliegenden Seite, da die entsprechen-
den Randpunkte miteinander identifiziert sind. Dabei ist zu beachten, dass
das F spiegelverkehrt und auf dem Kopf in die Ebene zuriickkehrt. Somit
haben wir die Orientierung des F umgekehrt, obwohl nur eine einfache Ver-
schiebung, die orientierungstreu ist, stattgefunden hat. Aus diesem Grund
kann die reelle projektive Ebene nicht orientierbar sein.

Die Tatsache, dass die reelle projektive Ebene nicht orientierbar ist, wirkt
sich auch auf geschlossene Kurven aus. Es gibt zwei Arten von geschlossenen
Kurven, geradenartige und kreisartige. Der Unterschied zwischen beiden Kur-
ven ist, dass kreisartige Kurven die Ebene in zwei Teile zerlegen, wo hingegen
geradenartige Kurven dies nicht tun. Anschaulich gesprochen heif3t das, dass
ich bei kreisartigen Kurven die Kurve selbst iiberqueren muss, um auf die
andere Seite der Kurve zu gelangen. Bei geradenartigen Kurven ist dies nicht
notig. Hier kann man iiber “das Unendliche” auf die andere Seite der Kurve
gelangen ohne sie zu iiberqueren.

1.7 Exkurs: Raumformen

Im Folgenden wollen wir ein paar Raumformen vorstellen. D.h. topologisch
verschiedene Moglichkeiten zweidimensionale Fléchen zu bilden. Hierbei be-
schrinken wir uns auf die Fldchen, die aus einer rechteckigen Grundform
durch Identifikation der Seitenkanten entstehen kénnen. Anschaulich kann
man das Identifizieren von Seiten als das Zusammenkleben der Seiten verste-
hen. Wir geben jeweils konkrete, nicht notwendig selbstdurchdringungsfreie
Einbettungen der verklebten Flichen in den R? an.

Kreisscheibe. Das einfachste ist, dass wir bei einem Rechteck gar keine
Seiten miteinander identifizieren. Dann erhalten wir topologisch gesehen eine
Kreisscheibe. Diese ist orientierbar, hat einen Rand und zwei Seiten.
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Zylinder. Identifizieren wir hingegen eines der beiden Kantenpaare gleich-
sinnig, erhalten wir einen Zylinder. Auch er ist orientierbar, aber im Gegen-
satz zur Kreisscheibe hat dieser zwei Rénder und zwei Seiten.

Moébiusband. Das Mobiusband entsteht, wenn man ebenfalls nur eines der
beiden Kantenpaare identifiziert. Diese aber nicht gleichsinnig, sondern ge-
gensinnig verklebt. Die so entstandene Fldche ist nicht orientierbar, hat nur
einen Rand und eine Seite.

Kugel. Zwei aufeinanderfolgede Rénder werden hier gleichsinnig verklebt
(d.h. links mit oben, rechts mit unten). Es entsteht eine gewdhnliche Kugel.
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Torus. Beim Torus miissen die beiden gegeniiberlegenden Kantenpaare
identifiziert werden. Sie werden jeweils gleichsinnig verklebt. Der Torus gehort
wieder zu den orientierbaren Flidchen. Er hat keinen Rand, aber zwei Seiten.

Klein’sche Flasche. Diese Fliche hat ebenfalls keinen Rand und auch nur
eine Seite. Die Klein’sche Flasche erhélt man, indem man ein Kantenpaar
gleichsinnig identifiziert, wihrend man das andere gegensinnig verklebt. Sie
gehort zu den nicht orientierbaren Flachen.
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Reelle projektive Ebene. Die letzte (und die fiir uns interessanteste)
Moglichkeit die Seiten des Rechtecks noch auf andere Art und Weise zu
identifizieren, ist, beide Seitenpaare gegensinnig zu verkleben. Im Prinzip
identifiziert man bei einer Kreisscheibe antipodale Punkte. Das Endprodukt
ist, topologisch gesehen, die reelle projektive Ebene, die, wie zuvor erldutert,
nicht orientiert werden kann.

Y

Sich in die sich selbst durchdringende Flédche “hineinzumeditieren” erfordert
schon einiges Vorstellungsvermégen. Darum ist hier noch einmal eine aus-
gediinnte Version angegeben, bei der man die Kreisscheibe und einige der
Léngengrade, die gegeniiberliegende Punkte miteinander identifizieren, er-
kennen kann.
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Ubungsaufgaben

1. Die euklidische Ebene sei wieder auf z = 1 im R3 eingebettet. Zeichnen Sie die folgen-
den Objekte bzgl. dieser Einbettung in die Ebene ein.

a) Punkte mit homogenen Koordinaten:

P =(0,0,3)T, P, =(2,1,1)", P3 = (7,-5,2)7, Pp = (1,1,0)"

b) Geraden mit homogenen Koordinaten:

= 1)T7 g2 = (1) 172)T) g3 = (17 1)4)T7 g4 = (0) 0, I)T)
g5 = ( ) 70)T7 g6 = (47 3, 12)T

2. Will man zwei Zahlen  und y miteinander
multiplizieren, so féllt man in R? von (—z, 0)7
und von (y,0)T das Lot auf eine Normalpara-
bel. Schneidet man die Verbindungsgerade die-
ser beiden Parabelpunkte mit der y-Achse, so
landet man genau im Punkt (0,247 Bewei-
sen Sie diese Eingenschaft mit Hilfe von homo-

genen Koordinaten und dem Kreuzprodukt. - v

3. Gegeben sei die nachstehende (unvollstindige) Fotographie eines Schachbretts. Zeich-
nen Sie die fehlenden Felder des Schachbrettes perspektivisch richtig ein.
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4. Nun sei die euklidische Ebene im R3 nicht ka- /\
nonisch auf z = 1 eingebettet, sondern so,
dass sie durch die Punkte Eq = (1,0,0)7T,
E> = (0,1,0)7 und E5 = (0,0,1)T des R?
verlauft.

Rechts finden Sie eine Draufsicht auf die einge-
bettete Ebene. Zeichen Sie bzgl. dieser Einbet-

tung die Punkte unten in die Draufsicht ein. /M/\
P = (1, l,O)T, Py = (17 1, l)T, = Lo

Py =(3,0,)T, P, =(2,1,1)T

5. Gegeben seien die folgenden drei Axiome.

(])  Zwei Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.
(i1)  Durch zwei Punkte geht genau eine Gerade.
(423) Es gibt vier paarweise verschiedene Punkte A, B,C, D, so dass keine drei von
ithnen auf einer Geraden liegen.

Zeigen Sie, dass wenn die drei Axiome voraussetzt werden, der folgende Satz gilt.

Es gibt vier paarweise verschiedene Geraden a,b,c,d, so dass sich keine drei von
thnen in einem Punkt scheiden.
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Transformationen

Wir haben gesehen, dass homogene Koordinaten helfen, geometrische Grund-
operationen zu vereinheitlichen und zu vereinfachen. Sie erweisen sich aber
auch in vielen weiteren Zusammenhéngen als niitzlich. In diesem Kapitel
werden wir betrachten, wie sich geometrische Transformationen (Rotatio-
nen, Verschiebungen, Spiegelungen und Gleitspiegelungen) im Lichte von ho-
mogenen Koordinaten darstellen lassen. Auch hier werden wir sehen, dass
homogene Transformationen zu deutlichen Vereinheitlichungen fithren. Je-
de Transformation wird durch eine einfache Multiplikation mit einer Matrix
dargestellt. Dariiber hinaus werden wir sehen, dass wir durch solche Matri-
zenmultiplikationen auch perspektivische Verzerrungen darstellen kénnen.

2.1 Euklidische Transformationen

Euklidische Transformationen sind Translationen, Rotationen, Spiegelungen
und Gleitspiegelungen. Wihrend in der Ebene R? eine Translation mittels
einer einfachen Vektoraddition! dargestellt wird, werden Rotationen um den
Nullpunkt und Spiegelungen entlang von Geraden durch den Nullpunkt in
der euklidischen Ebene durch Multiplikation mit 2 x 2-Matrizen dargestellt.
Allgemeine euklidische Transformationen (z.B. Rotationen um einen belie-
bigen Punkt) werden durch Verkniipfungen von Matrixmultiplikation und
Vektoraddition dargestellt. Sie haben die Gestalt P — M (P —v) + w, wobei
M € R?*2,

Die unterschiedliche Darstellung von Translationen und Drehungen bzw.
Spiegelungen sind dafiir verantwortlich, dass z.B. das Inverse einer euklidi-
schen Transformation i.A. nur verhiltnism#fig mithsam bestimmt werden
kann. Besser wire eine einheitliche Darstellung, bei der es nur noch Matrizen

1 Man addiert den Vektor, um den verschoben wird.

J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 19
DOI 10.1007/978-3-642-02530-3_2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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gibe. Dies wird durch die Verwendung homogener Koordinaten ermoglicht.

Stellen wir Punkte (z,y)” der euklidischen Ebene wieder mittels der ho-
mogenen Koordinate [(x,y, 1)T] dar, so kénnen wir eine Rotationsmatrix wie
folgt einbetten

T cosa sina 0 x
Y — —sinacosa 0 |- |y
1 0 0 1 1

und eine Translation lisst sich mittels der Abbildung

T 10¢t, T
Y — 01ty |-y
1 001 1

darstellen. Spiegelungen ergeben sich véllig analog. Uber diese Darstellung
wird nun die Verkniipfung von Abbildungen einfach zu Matrixmultiplikatio-
nen und die Bestimmung einer inversen Abbildung ist letztlich die Bestim-
mung einer inversen Matrix.

2.2 Affine Transformationen

Allgemeine affine Abbildungen sind Verschiebungen, Rotationen um beliebi-
ge Punkte, Spiegelungen an beliebigen Geraden, Scherungen und alle Verket-
tungen aus diesen Abbildungen. Sie kénnen véllig analog dargestellt werden.
Uber den Koordinaten in R? lassen sie sich als Verkettung von Translationen
und Multiplikation mit einer 2 x 2-Matrix schreiben. Homogen wird analog zu
den obigen Betrachtungen daraus wieder eine einzige Multiplikation mit ei-
ner 3 x 3-Matrix. In homogenen Koordinaten ergibt sich [P] + [M-P], wobei
det M # 0 und M die Form

abc
de f | eR¥*3
001

hat. An dieser Stelle soll erwéhnt werden, dass natiirlich eine solche Matrizen-
multiplikation vollkommen vertriglich ist mit der Aquivalenzklassenbildung
bei homogenen Koordinaten.

Gilt [P] = [P’] so gilt auch [M-P] = [M-P']. Da die Matrix einer affinen
Transformation sich immer noch als direkte Ubersetzung der Verhiltnisse
im R? ergibt, hat auch hier die entsprechende 3 x 3-Matrix als letzte Zeile
den Einheitsvektor (0,0, 1). Dies hat direkte Konsequenzen fiir unsere geo-
metrische Interpretation iiber der reellen projektiven Ebene RP?. Wird ein
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unendlich ferner Punkt [(z,y,0)?] durch eine affine Transformation abgebil-
det, so wird daraus wieder ein unendlich ferner Punkt [(z/,y,0)7], denn es
gilt

abec x x
def|-ly]l=1Y],
001 0 0

wobei (2/,y")T € R2\ {(0,0)}. Geometrisch gesprochen bedeutet dies, dass
parallele Geraden wieder auf parallele Geraden abgebildet werden. Dies ist
die charakterisierende Eigenschaft affiner Transformationen.

2.3 Projektive Transformationen

Bisher hatten alle betrachteten 3 x 3 Matrizen den Einheitsvektor (0,0, 1) als
letzte Zeile. Was passiert, wenn wir diese Einschrinkung auch noch aufgeben?
Wir erhalten, noch allgemeiner als euklidische und affine Transformationen,
die projektiven Transformationen. Bei ihnen kommen noch zu dem, was man
mit affinen Transformationen erreichen kann, perspektivische Verzerrungen
hinzu. Formal ist eine projektive Transformation eine Abbildung 7p; : P — P,
die mittels einer reguldren? Matrix

abc
M=|def|eR¥
gh

dargestellt werden kann. Die Abbildungsvorschrift lautet 7/ ([P]) = [M - PJ.
Diese ist u.a. wohldefiniert, da eine projektive Transformation M die Aquiva-
lenzklasse [P] immer auf die Aquivalenzklasse [M - P] abbildet, die Aktion von
M auf den Aquivalenzklassen ist also wohldefiniert. Ferner ergibt sich aus der
Identifikation von skalaren Vielfachen ungleich Null, dass M, als auch A - M
fir A € R*, projektiv gesehen die gleiche Transformation liefert. Diese Aqui-
valenzklasse bezeichnen wir ebenso mit [M].

Im Folgenden wollen wir uns tiberlegen, wie die letzte Zeile der Abbildungs-
matrix sich auf die Geometrie der Abbildung auswirkt. Das Entscheidende
dabei sind die Fernpunkte. Wir haben gesehen, dass unter affinen Abbildun-
gen Punkte auf der Ferngeraden wiederum auf Punkte auf der Ferngeraden
abgebildet werden. Bei projektiven Transformationen hingegen ist das im
Allgemeinen anders. Da die letzte Zeile i.A. voll besetzt ist, werden hier
Fernpunkte auf endliche Punkte abgebildet, d.h. unter projektiven Transfor-
mationen bleibt die Ferngerade nicht fix. Dennoch werden die Punkte der

2 d.h. det M # 0.
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Abb. 2.1 Ein Gitter und eine projektive Verzerrung des selben.

Ferngeraden wieder auf Punkte einer (anderen) Geraden abgebildet. Wie wir
gleich sehen werden, gilt sogar noch viel mehr, ndmlich dass eine projektive
Transformation kollineare Punktemengen® wieder in kollineare Punktemen-
gen tiberfiihrt.

Hierzu benétigen wir zunéchst eine Charakterisierung der Eigenschaft,
dass drei Punkte von P gemeinsam auf einer Geraden liegen.

Lemma 2.1. Die Punkte [A],[B],[C] € P sind genau dann kollinear, wenn
det(A, B,C) =0 gilt.

Beweis. Drei Punkte sind genau dann kollinear, wenn die Représentanten
koplanar im R? sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn deren Determinante
verschwindet. a

Wir wollen nun zwei zentrale Eigenschaften projektiver Transformationen
beweisen. Die erste ist

Satz 2.2. Projektive Transformationen fiihren kollineare Punkte in kollineare
Punkte diber.

Beweis. [M-A],[M-B],[M-C] € P sind genau dann kollinear, wenn
det(M-A, M-B, M-C) = 0.
Es gilt aber det(M-A, M-B, M-C) = det M- det(A, B,C). Da det M # 0 folgt
det(M-A, M-B, M-C) = 0 <= det(A, B,C) = 0.

Also sind die Bildpunkte genau dann kollinear, wenn [A], [B], [C] kollinear
sind. O

3 d.h. Punktemengen, die auf einer gemeinsamen Gerade liegen
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Die zweite Aussage, die wir beweisen wollen, besagt, dass eine projekti-
ve Transformation durch das Bild von vier Punkten eindeutig bestimmt ist.
An dieser Stelle ist es tatsiichlich unerlisslich auf die Ebene der Aquivalenz-
klassen von Punkten herunter zu gehen (und nicht nur mit Repriisentanten
zu rechnen), da wir zum Beweis die zusétzliche Freiheit des Skalierens eines
Punktes benotigen.

Satz 2.3. Es seinen [A], [B],[C],[D] € P Punkte von denen keine drei auf
einer Geraden liegen. Ebenso seine [A'], [B'], [C’], [D'] € P Punkte von denen
keine drei auf einer Geraden liegen. Dann gibt es genau eine A quivalenzklasse
[M] mit

[M-A] = [A], [M-B] = [B'], [M-C] = [C"], [M-D] = [D'].
Beweis. Wir betrachten zunéchst den Spezialfall
A=(1,0,0",B=(0,1,0)",C = (0,0,1)", D = (1,1,1)"".

Da die Spalten der Matrix die Bilder der Einheitsvektoren sind, muss die
Matrix M die Gestalt

I
M= | \A uB' 7C" |,
I

haben, wobei A, u, 7 € R* gilt. Zusétzlich soll D auf D’ abgebildet werden.
Hieraus erhalten wir die zusétzliche Bedingung

] 1 |
M pB' rC' |- [1] =D
o 1 |

Durch eine einfache Umformung folgt hieraus das lineare Gleichungssystem

| ] A |
AaApc|-(r]|=(D
. o |

Dieses lineare Gleichungssystem in A, p und 7 ist eindeutig losbar. Die
Eindeutigkeit ergibt sich aus der Bedingung, dass keine drei Punkte kolli-
near? sind. Weiter folgt ebenso aus der nicht kollinearen Lage der Punkte,
dass A, u, 7 # 0 sind. Somit ist der Satz zunéchst fiir den Spezialfall der oben
angegebenen Urbildpunkte bewiesen.

Eine allgemeine projektive Transformation, bei der die Punkte [4], [B], [C]
und [D] nicht speziell gewihlt wurden, fiihrt man einfach auf diesem Spezi-
alfall zuriick, indem man zuerst die zwei Transformationen bestimmt, welche

4 d.h. det(A’, B’,C") #0.
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die Punkte
(1,0,0)7,(0,1,0)",(0,0,1)", (1,1,1)" auf 4, B,C, D

und
(1,0,007,(0,1,0)",(0,0,1)", (1,1,1)" auf A, B',C’, D’

abbilden. Die beiden zugehorigen Matrizen seinen entsprechend mit M; und
M, bezeichnet. Dann bildet die projektive Transformation [M] = [My- M ']
die Punkte [4],[B], [C], [D] auf [A’], [B'],[C'], [D'] ab. O

Nachdem wir die Existenz und Eindeutigkeit projektiver Transformationen
studiert haben, klaren wir deren Auswirkungen auf Geraden.

Satz 2.4. Sei Ty eine projektive Transformation und [g] € G eine Gerade
in RP?. Dann ist das Bild von [g] unter Tas gegeben durch [(MT)=" - g].

Beweis. Sei [P] € P ein Punkt. Dann gilt fiir das Bild [M - P] von [P)].
(M-P,(MT)" g) = PT-M"-(M")™g = PTg=(P.g) =0 <= [P] T [g]
O

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir auf den Fundamentalsatz der
projektiven Geometrie eingehen, den wir in diesem Rahmen aber nicht be-
weisen werden. Zur Formulierung bendtigen wir zuvor noch den Begriff der
Kollineation.

Definition 2.5. Eine bijektive Abbildung T : P — P, die kollineare Punkte
auf kollineare Punkte abbildet, nennen wir Kollineation.

Satz 2.2 besagt, dass jede projektive Transformation Kollinearitét erhélt,
und somit eine Kollineation ist. Der Fundamentalsatz der projektiven Geo-
metrie hingegen liefert die Umkehrung.

Satz 2.6. Jede Kollinearitdt ist eine projektive Transformation.

In anderen Worten: wenn immer wir eine Abbildung in RP? haben, die Ge-
raden in Geraden iiberfithrt, dann lisst sich diese durch Matrixmultiplikation
ausdriicken.

Noch eine Bemerkung zum Schluss. Der Fundamentalsatz der projektiven
Geometrie ist 1.A. nicht iiber jedem Korper giiltig. Uber den komplexen Zah-
len C oder iiber dem Korper mit zwei Elementen Fs ist er z.B. nicht giiltig.

2.4 Exkurs: Projektive Entzerrung

Objekte, die man auf Fotografien sieht, sind zumeist bedingt durch die Positi-
on des Fotografen perspektivisch verzerrt. Man kann projektive Abbildungen
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Abb. 2.2 Welche Kurven beschreiben die Aufhéngekabel der Golden Gate Bridge?

benutzten, um solche Verzerrungen wieder riickgéngig zu machen und die ur-
spriingliche Form der Gegenstidnde zu rekonstruieren. Um zu verstehen, was
Fotografien mit projektiven Abbildungen zu tun haben, stellen wir uns den
Fotoapparat vereinfacht als eine Lochkamera vor. Lichtstrahlen fallen durch
eine nahezu punktférmige Offnung und werfen ein Bild auf die Riickseite der
Lochkamera, an der das lichtempfindliche Material, der Film, angebracht ist.
Wird mit einer solchen Anordnung eine ebene Figur, z.B. ein Bild an einer
Wand, aufgenommen, so wird die Bildebene, die Wand, durch einen Pro-
jektionspunkt, das Loch in der Kamera, auf eine andere Ebene, den Film,
abgebildet. Eine gerade Linie auf der Wand geht wieder in eine gerade Li-
nie auf dem Film iiber, also handelt es sich um eine projektive Abbildung.
Da im Allgemeinen die Bildebene und die Filmebene nicht parallel zueinan-
der liegen, entstehen hier auch echte projektive Abbildungen und nicht nur
Parallelprojektionen.

Wir wollen diesen Zusammenhang nutzen, um eine kleine Bildanalyse an
einem Foto der Golden Gate Bridge vorzunehmen (vgl. Abb. 2.2). Welche
Kurve beschreibt eines der beiden Haupttragseile (das ist ein vornehmer Um-
schreibung fiir Stahltrossen mit 92cm Durchmesser), an dem der Mittelteil
der Briicke aufgehéingt ist? Das Foto in der Abbildung ist von der Seite aus
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Abb. 2.3 Parabeln als Héngekurven.

aufgenommen. Die urspriingliche Kurve ist somit projektiv verzerrt. Wir wis-
sen aber, dass das Seil nahezu in einer Ebene hingt und dass die Kopf- und
Fuipunkte der einen Seite der beiden Pfeiler in Wirklichkeit einen recht-
eckigen Rahmen bilden, der diese Ebene aufspannt. Definieren wir also eine
projektive Abbildung 7, die die Ecken des im Bild verzerrten Rechtecks auf
die Ecken eines echten Rechtecks wirft. So kénnen wir mit dieser Abbildung
die Situation entzerren.

In der Konstruktion der Abb. 2.2 wurde genau das Umgekehrte gemacht.
Es wurde versucht, auch noch einige der physikalischen Zusammenhénge des
in der Briicke wirkenden Kréftegleichgewichts zu illustrieren. Tatséchlich ent-
stand das Bild folgendermaflen: In dem kleinen Rechteck im Bildvordergrund
wurde eine kleine “Physiksimulation” gestartet. Jeder der grauen Punkte ist
eine Masse. Die Verbindungslinien illustrieren Federn mit einer Ruhelénge
von Null, die dem Hook’schen Kraftgesetz gehorchen. Der senkrecht nach
unten zeigende Pfeil symbolisiert die Schwerkraft. Tatséchlich entspricht das
Kriftegleichgewicht, das sich in dieser Situation einstellt, genau der Situa-
tion in den Haupttrageseilen der Golden Gate Bridge (wie man durch die
Projektive Abbildung auf die Ecken der Pfeiler unschwer erkennen kann).

Uberraschenderweise stellt sich bei einer solchen Situation tatsichlich eine
Parabelkurve ein — und nicht, wie vielleicht so mancher Mathematiker auf
den ersten Blick vermuten wiirde, eine Kettenlinie. Uberlegen wir zuniichst,
warum eine Parabel bei der Federkonstruktion entstehen muss (vgl. Abbil-
dung 2.3). Eine elementare geometrische Uberlegung leistet das Gewiinschte.
Betrachten wir eine Kette aus n Massepunkten gleicher Masse, die durch
ideale masselose Federn mit Ruheldnge Null verbunden sind und deren En-
den an zwei gleich hohen Fixpunkten mit Négeln befestigt sind. Die Schwer-
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kraft wirkt senkrecht nach unten. Das Superpositionsprinzip gestattet uns,
die Situation in z- und y-Richtung getrennt zu betrachten.

In z-Richtung passiert nicht viel Spannendes: Da in diese Richtung keine
Schwerkraft wirkt, pendeln sich einfach gleiche Absténde in z-Richtung zwi-
schen den Punkten ein. Die z-Koordinaten unserer Punkte werden einfach
um den immer gleichen Betrag grofler (sagen wir, um 1, damit wir nicht so
viel rechnen miissen).

Was passiert nun in y-Richtung? Wir nehmen der Einfachheit halber an,
dass wir es mit einer ungeraden Anzahl von Massen zu tun haben (andern-
falls wird die Uberlegung ein klein wenig komplizierter, ist aber im Prinzip
die gleiche). Das Koordinatensystem verschieben wir so, dass der unterste
Punkt der hidngenden Kette im Koordinatenursprung liegt. Die Masse des
untersten Massepunktes zieht an den beiden benachbarten Gummibéndern
und streckt diese in y-Richtung auf eine Lange [. An den links und rechts
daran angrenzenden Gummibédndern hingt das Gewicht der untersten drei
Massen, also werden diese in y-Richtung auf 3! gedehnt. Es folgen Dehnun-
gen von bl, 71, usw.. Damit ergeben sich aber fiir die Héhen der Massepunkte
ausgehend vom untersten Punkt der Reihe nach die Werte 11, 11 + 31 = 41,
1U+314+50 =9I, 11+ 31+ 5l+7] = 161, usw. — also liegen sie auf einer Parabel!
Abbildung 2.3 zeigt die Situation fiir verschiedene Anzahlen von Gewichten.

Tatséchlich ist die Golden Gate Bridge genau nach diesem Prinzip konstru-
iert. Die Modellierung der Seile kann man im Prinzip mit virtuellen Federn
durchfiihren (eigentlich sind Gummibénder die passendere Methapher). Die-
se werden proportional zu der auf sie wirkenden Kraft gedehnt, sollen aber
eine Ruheldnge von Null haben. Die Gestaltung der Briicke ist so durch-
gefithrt, dass sie nicht durch im Innern wirkende Kréfte zerrissen wird. Die
Gummibéander zeigen uns mit ihrer Ausdehnung genau an, welche Lénge die
Stahlseile spiter haben miissen, damit keine inneren Krifte auftreten. Man
kann sich leicht vorstellen, dass die mit Gummibéndern gefundene Form dann
aus Metall nachgebaut wird. Dieses Gestaltungsprinzip findet sich in der Ar-
chitektur immer wieder. So werden z. B. Dachkonstruktionen wie die von
Frei Otto® im Modell meist durch Damenstrumpfhosen realisiert — eine Art
zweidimensionales Gummiband!

5 Er konstruierte z.B. das Dach des Miinchner Olympiastadions.
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Ubungsaufgaben

1. Gegeben seien die folgenden Vektoren.

P =(2,-1,0)7, o= (-1,2,)7, Py =(0,0,)T, Py=(1,1,1)7,
Pll = (17 _17 1)T7 P2/ = (2727 1)T7 Pé = (_17 17 1)T7 Pzi = (17 17 1)T

Bestimmen Sie eine projektive Transformation 7p; mit Matrix M € R3%3, die fiir
i=1,...,4 den Punkt [P;] auf den Punkt [P/] abbildet. Es soll also

M-P]=1[P]] firi=1,...,4
gelten. Gehen Sie dabei wie im Beweis zu Satz 2.3 vor.

2. Bestimmen Sie eine Matrix S € R3*3, die eine Spiegelung an der Geraden g durch die
beiden Punkte P; = (15,5)7 und P, = (9, 11)” beschreibt. Gehen Sie dabei wie folgt
vor.

a) Bestimmen Sie zuerst eine Matrix T € R3%3_ die eine Translation beschreibt,
welche g so verschiebt, dass diese zu einer Ursprungsgeraden g’ wird.

b) Betimmen Sie die Matrix, die die Spiegelung an g’ beschreibt.

¢) Betimmen Sie Umkehrabbildung zur Translation aus Teilaufgabe a).

d) Folgern Sie S nun aus den zuvor bestimmten Abbildungen.

3. Bestimmen Sie eine Matrix D € R3%*3, die eine Drehung um den Punkt P = (2,1)7
mit dem Winkel § beschreibt. Gehen Sie analog zur zweiten Aufgabe vor.

4. Zeigen Sie die folgenden Sétze.

a) Fine projektive Transformation ist genau dann eine affine Transformation, wenn
sie die Ferngerade fix ldsst.

b) Der Punkt [P] ist genau dann Fizpunkt einer projektiven Transformation Tas,
wenn P ein Eigenvektor der Matrixz M ist.

¢) Eine projektive Transformation, die die Ferngerade und den Ursprung fix lisst,
ist eine euklidische Transformation ohne translatorischen Anteil.

5. Bestimmen Sie alle Geraden, die unter einer Translation wieder auf sich selbst abge-
bildet werden.

6. Zeigen Sie, dass eine projektive Transformation mit drei unterschiedlichen Fixpunkten
immer auch drei Geraden fest l&sst.

7. Gegeben sei eine projektive Transformation 7, die involutorisch ist, d.h. Tpsomps = id
und drei Fixpunkte hat. Ferner ldsst 73 die beiden Koordinatenachsen und die Fern-
gerade fest. Zeigen Sie, dass in diesem Fall 7, entweder die Identitét, eine Spiegelung
an einer der Koordinatenachsen oder eine Punktspiegelung am Ursprung ist.

8. Gibt es projektive Transformationen mit genau einem Fixpunkt? Wenn ja, geben Sie
ein Beispiel an.
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Dualitat

Dualitét gibt es in verschiedenen Bereichen der Mathematik und eben auch in
der projektiven Geometrie. In diesem Kapitel wollen wir kurz auf die Dualitét
der projektiven Geometrie eingehen. Weil es vollig unkritisch! ist und die
Notation erleichtert, werden wir in diesem Kapitel auf die Klammernotation
fiir Aquivalenzklassen verzichten.

3.1 Projektive Dualitét

Dem aufmerksamen Leser sollte aufgefallen sein, dass in unseren bisherigen
Betrachtungen Punkte und Geraden eine vollkommen symmetrische Rolle ge-
spielt haben. Sowohl die Menge der Punkte, als auch die Menge der Geraden
wurde durch die Quotientenstruktur

R*\ {(0,0,0)7}
R\ {0}

dargestellt. Inzidenz zwischen einem Punkt P = (z,y, 2)7 und einer Geraden
g = (a,b,c)T wurde durch die vollkommen symmetrische Gleichung

ar+by+cz=0

charakterisiert. Eine projektive Abbildung wurde auf Punkten und Geraden
jeweils durch eine Matrizenmultiplikation mit M bzw. (M7T)~! dargestellt.
Des Weiteren haben wir die geometrischen Operatoren join und meet ken-
nengelernt. Der join-Operator liefert zu zwei Punkten die Verbindungsgerade
und der meet-Operator zu zwei Geraden deren Schnittpunkt. Beide konnten
durch das Kreuzprodukt im R3 berechnet werden. Um sie im Folgenden in
Formeln dennoch begrifflich auseinander zu halten, fithren wir die Schreibwei-

I da wir nicht auf Ebene der Repriisentanten arbeiten miissen.

J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 29
DOI 10.1007/978-3-642-02530-3_3, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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se PV P’ fiir den Join zweier Punkte und g A ¢’ fiir den Meet zweier Geraden
ein. Im Folgenden soll diese Vertauschbarkeit der Begriffe Punkt und Geraden
etwas naher herausgearbeitet werden. Denn dahinter steckt ein Konzept der
projektiven Geometrie, das Dualitit genannt wird.

Einen Begriff haben wir bislang allerdings noch nicht in seiner dualen
Form kennengelernt. Wir haben von Kollinearitit dreier Punkten A, B, C
gesprochen, wenn diese gemeinsam auf einer Geraden lagen. Abpriifbar war
dies durch die Gleichung det(A4, B,C) = 0. Das entsprechende Konzept fiir
Geraden ist die so genannte Konkurrenz. Drei Geraden g, h, | sind kon-
kurrent, wenn diese durch einen gemeinsamen Punkt gehen. Hierbei sollte
man sich stets vor Augen halten, dass es sich bei diesem Punkt auch um
einen Fernpunkt handeln kann. Somit bedeutet in der iiblichen euklidischen
Ebene R? Konkurrenz dreier Geraden, dass diese sich entweder in einem end-
lichen Punkt treffen, oder aber parallel sind (Dann treffen sie sich in einem
Fernpunkt). Abpriifbar ist diese Bedingung durch die algebraische Relation
det(g, h,1) = 0, analog zur Kollinearitit von Punkten.

Der vollkommen symmetrische Aufbau der algebraischen Strukturen von
Punkten und Geraden gestattet es uns folgendes Metatheorem zu formulieren.

Satz 3.1. Es sei A eine beweisbare Aussage in RP?, die neben den Begriffen
(und Operationen) Punkt, Gerade, Inzidenz, Join, Meet, Kollinearitit, Kon-
kurrenz, projektive Transformation, nur noch logische Verkniipfung und aus-
sagenlogische Quantoren (“fir alle” und “es existiert”) verwendet, so kann
aus dieser Aussage eine neue beweisbare Aussage gewonnen werden, indem
man nach folgendem Schema systematisch Begriffe vertauscht.

Punkt «— Gerade
P L
Join «— Meet
V = A
kollinear < konkurrent

Beweisskizze. Ein streng formaler Beweis des obigen Satzes wiirde zunéchst
einmal die pradikatenlogische Formalisierung der Begriffes “Aussage” und
“Beweis” erfordern. Basierend darauf wiirde man eine Rekursive Analy-
se und Ubersetzung der Aussagen und Beweise nach dem obigen Schema
durchfithren und feststellen, dass auf Ebene der grundlegenden Aussagen
die Symmetrie des Begriffsgebildes die Ubersetzbarkeit in die duale Aussa-
ge gewihrleistet. Wir wollen uns hier nur mit einem priformalen Beweis
des Dualitéitsprinzips begniigen. Stellen Sie sich vor, sie haben die Aussa-
ge A zusammen mit deren Beweis gegeben. Vertauschen Sie nun nach dem
oben genannten Schema systematisch die Begriffe. Sie werden zu einer neu-
en Aussage gefithrt. Deren Beweis ist automatisch durch den entsprechend
iibersetzten Beweis gegeben. a
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Abb. 3.1 Der Satz von Pappos und der zugehorige duale Satz.

Beispielsweise hat die Aussage

Zu zwei verschiedenen Punkten P und P’ aus P gibt es genau eine Gerade g aus L,
die zu beiden Punkten inzident ist.

die duale Entsprechung

Zu zwei verschiedenen Geraden g und g’ aus L gibt es genau einen Punkt P aus P,
der zu beiden Geraden inzident ist.

(Der Lesbarkeit halber wurden die Bezeichnungen P, P und g in der Duali-
sierung auf g, ¢’ und P geéndert. Dies hat natiirlich keine Auswirkung auf
die Wahrheit der Aussage).

Wir wollen im Folgenden das Dualitétsprinzip an einer etwas komplexe-
ren Aussage demonstrieren. In der projektiven Ebene gibt es z.B. folgenden
schénen Satz iiber neun Punkte.

Satz 3.2 (Der Satz von Pappos). Seien g,g9’ € G zwei verschiedene Geraden
und A, B,C, D, E, F € P sechs paarweise verschiedene Punkte, wobei A, B,C
auf g und D, E,F auf ¢’ liegen. Dann sind die drei Schnittpunkte X = (AV
EYAN(BVD),Y=(AVF)AN(CVD)und Z=(BVF)N(CV E) kollinear.

Ein Beweis dieses Satzes soll im Rahmen dieses Kapitels nicht erbracht
werden, hierzu sei z.B. auf [Ri] verwiesen. Die Skizze in Abbildung 3.1 (links)
soll als Indiz fiir dessen Richtigkeit geniigen.

Diesen Satz wollen wir nun dualisieren. Dafiir gehen wir systematisch
durch die zugrunde liegende Konstruktion und vertauschen Punkte mit Ge-
raden, Verbindungsgerade mit Schnittpunkt, etc.. Die beiden Geraden g und
g’ werden zu den Punkten G und G’ und die sechs Punkte A, B, C, D, E, F
werden zu Geraden a, b, ¢, d, e, f, wobei die Geraden a, b, ¢ durch G und die
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Geraden d, e, f durch G’ gehen. Als néchstes dualisieren wir die Schnittpunkte
X,Y, Z. Sie werden zu Verbindungsgeraden z, y, z, ndmlich = (aAe)V (bAd),
y=(aNf)V(cAd)und z = (bA f)V (cAe). Die Aussage iibersetzt ist, dass
x,y, z konkurrent sind. Als Satz formuliert erhalten wir

Satz 3.3. Seien G,G’ € P zwei verschiedene Punkte und a,b,c,d,e, f € G
sechs paarweise verschiedene Geraden, wobei a,b,c durch G und d, e, f durch
G’ gehen. Dann sind die drei Verbindungsgeraden © = (a Ae)V (b A d),
y=(@ANf)V(eAnd) und z= (bA f)V (cAe) konkurrent.

Eine entsprechende Skizze findet sich in Abbildung 3.1 auf der rechten
Seite.

3.2 Exkurs: Symmetrien der Pappos Konfiguration

In der Tat handelt es sich bei der in Abbildung 3.1 dargestellten Pappos Kon-
figuration um ein hochgradig symmetrisches Gebilde. Es ist nicht méglich alle
kombinatorischen Symmetrien der Konfiguration auch geometrisch zu reali-
sieren. Das linke Bild der Abbildung lisst erahnen, dass die Struktur so rea-
lisiert werden kann, dass zwei aufeinander stehende Spiegelachsen entstehen,
die durch die Mitte gehen. Das rechte Bild legt nahe, dass sogar eine drei-
zihlige Drehsymmetrie existiert. Um die rein kombinatorischen Symmetrien
etwas besser zu verstehen, wollen wir uns eines kleinen Tricks bedienen und
uns die Kombinatorik eingebettet auf einen Torus denken. Wir haben in Ab-
schnitt 1.7 gelernt, dass man sich einen Torus zusammengeklebt aus einem
viereckigen Stiick Papier vorstellen kann, bei dem die linke und die rechte
Seite, sowie die obere und die untere Seite miteinander identifiziert werden.

Wir wollen hier zwei Varianten zeigen, wie man die Punkte der Pappos
Konfiguration in sehr symmetrischer Weise auf einen Torus setzen kann. Hier-
zu denken wir uns das viereckige Stiick Papier, aus dem der Torus entstehen
soll, als Parallelogramm mit Eckenwinkeln von 60° und 120°. In dieses Paral-
lelogramm zeichnen wir ein Gitter aus gleichseitigen Dreiecken, so dass dabei
entlang jeder Kante drei Dreiecksseiten liegen. Die nach oben zeigenden Drei-
ecke zeichnen wir gelb, die nach unten zeigenden lassen wir weifl (vgl. Ab-
bildung 3.2). Beachtet man die Kantenidentifizierungen, so entstehen dabei
insgesamt neun Eckpunkte auf dem Torus?.

Wir wollen nun zwei Arten kennen lernen, die Punkte der Pappos Kon-
figuration auf die Dreiecksecken zu verteilen. Dabei offenbaren sich uns die
vielen Symmetrien der Konfiguration. Die erste sieht man in Abb. 3.2 zur
Linken. Der Einfachheit halber stellen wir uns die Ebene als mit unendlich
vielen Kopien des Parallelograms gekachelt vor und nennen Geraden, die sich

2 Alternativ kann man sich auch vorstellen die Ebene sei unendlich oft mit identischen
Kopien des Parallelogramms iiberdeckt.
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Abb. 3.2 Die Symmetrien von Pappos.

in diesem Bild ergeben “Geraden” auf dem Torus. Punkte, die auf dem To-
rus durch Geraden entlang der Dreieckskanten verbunden sind, entsprechen
Geraden der Pappos Konfiguration.

Die zweite, noch verbliiffendere Darstellung ergibt sich in der Abbildung
auf der rechten Seite. Dort wurden die Punkte derart verteilt, dass drei Punk-
te, die an einem gemeinsamen gelben Dreieck beteiligt sind (es gibt neun die-
ser Dreiecke) genau zu einer Geraden in der Pappos Konfiguration gehéren.

Am ersten Bild kann man auch sehr schén ablesen wie grof§ die kombi-
natorische Symmetriegruppe der Pappos Konfiguration sein muss. Gesucht
sind alle Automorphismen der Konfiguration, die Geraden entlang der Drei-
eckskanten wieder in solche iiberfithren. Zunéchst einmal kann man durch
Translation jeden der neun Punkte auf einen beliebigen anderen schieben.
Dies macht einen Faktor 9. Ferner kann man einen Punkt festlassen und die
Figur um diesen Punkt um ein Vielfaches von 60° drehen bzw. an einer ge-
eigneten Achse spiegeln. Dies macht einen weiteren Faktor von 6 -2 = 12.
Insgesamt ergibt sich die Méachtigkeit der Symmetriegruppe zu 9-6-2 = 108.
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Ubungsaufgaben

1. Im Folgenden ist ein SchlieBungssatz gegeben. Zeichnen Sie den dualen Satz dazu.

Gegeben seien die acht Punkte Pp,...,Ps €
RP? mit dem nachstehenden Eigenschaften.

(i) Die folgenden fiinf Punktetripel sind je- TPs
weils kollinear:
(P1, P4, Pr), (P2,Ps,Pr), (Pu4,Ps,Ps),
(P3, Py, Pg), (Ps, Pr, Pg).

(it) Die drei Verbindungsgeraden (P1 V Pg), P\l o - P
(P2 V Py) und (P3 V Ps) sind konkurrent. N -
(¢i2) Die drei Verbindungsgeraden (P2 V Pg), N
(P3 V P7) und (Ps V Pg) sind konkurrent. NN
N
Dann sind ebenso die Punkte Py, Pa, P3 kolli- AN
near. Py Ps

2. Zeigen Sie Satz 3.2, indem Sie wie folgt vorgehen.

a) Begriinden Sie, warum Sie sich auf den Spezialfall zuriickziehen kénnen, bei dem
die Punkte X,Y und Z Fernpunkte sind.

b) Zeichnen Sie diesen Spezialfall.

c) Zeigen Sie den Spezialfall unter Verwendung des fogenden Strahlensatzes.

Gegeben seien die Punkte O, P,Q, R, S wie in der ne-
benstehenden Zeichnung. Ferner bezeichne A, B die
Verbindungsgerade und |A, B| den Abstand von A und
B.

Dann sind die Verbindungsgeraden P, R und Q,S ge-
nau dann parallel, wenn fir die Abstinde gilt

|0, P| _ |0, R|
l0,Ql |0,s]"

3. In einem Dreieck mit den Seiten a, b und c sei ein
beliebiger Punkt A auf b gegeben. Die Parallele
zu a durch A schneidet ¢ in einem Punkt B (siehe
Abbildung), die Parallele zu b durch B schneidet
a in einem Punkt C, usw. bis Punkt G.

Beweisen Sie, dass die Punkte A und G immer
aufeinander liegen. Was hat das mit dem Satz von
Pappos zu tun?
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Projektive Geometrie auf (Geraden

Bisher haben wir uns ausschliefilich mit den Verhéltnissen in der projektiven
Ebene RP? und deren Darstellung in homogenen Koordinaten beschiftigt.
Von der Systematik her hétten wir eigentlich eine Dimension tiefer beginnen
konnen und uns zuerst den projektiven Geraden widmen kénnen. Dort sind
die Verhiltnisse geringfiigig einfacher, da wir es mit einer Dimension weniger
zu tun haben. Die Betrachtung der projektiven Geraden wollen wir im Folgen-
den nachholen. Wir werden dabei einerseits die Gerade als losgelostes Objekt
betrachten und deren intrinsische Strukturen und Transformationen studie-
ren. Andererseits werden wir aber auch die Rolle einer einzelnen Gerade, die
in eine projektive Ebene eingebettet ist, studieren. Auf jeder dieser Gera-
den werden wir alle intrinsischen Eigenschaften projektiver Geraden wieder
finden. Analog werden wir in spéteren Kapiteln die Einbettung einer pro-
jektiven Ebene in einen héher dimensionalen projektiven Raum betrachten.
Hierbei werden sich die Erkenntnisse, die wir in diesem Kapitel sammeln, als
sehr hilfreich erweisen.

4.1 Geometrie auf einer Geraden

In diesem Abschnitt studieren wir zunéchst die Geometrie auf einer Geraden,
die in der reellen projektiven Ebene liegt. Wir begeben uns wieder auf die
Ebene von Aquivalenzklassen von reprisentierenden Vektoren und beginnen
mit

Satz 4.1. Es seinen [A], [B] € P zwei verschiedene Punkte der reellen pro-
jektiven Ebene. Dann sind alle Punkte der Verbindungsgeraden [g] = [A]V[B]
von [A] und [B] genau die Punkte, die sich in der Form [\ - A+ u - B] mit
(A, )T € R2\ {(0,0)T} darstellen lassen.

Beweis. Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten. Zuerst zeigen wir, dass
[A- A+ p- B] auf [g] liegt und danach, dass ein beliebiger Punkt auf [g] sich

J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 35
DOI 10.1007/978-3-642-02530-3_4, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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in der geforderten Form schreiben ldsst.
Jeder Punkt, der auf [¢] liegt, ist kollinear mit [A] und [B]. Somit zeigt

det(A, B, - A+ p-B) =X -det(A,B,A)+ p-det(A, B,B) =0,

=0 =0

dass jeder Punkt der Form [\ - A+ p - B] tatsiichlich auf [g] liegt.

Sei nun [P] ein Punkt auf [g], dann ist dieser kollinear mit den Punkten
[A] und [B], d.h. es gibt ein Gerade [g] # [(0,0,0)7] mit (A, g) = (B,g) =
(P, g) = 0. Dies bedeutet aber, dass das inhomogene lineare Gleichungssystem

A | 0
_B_ . g — 0
P | 0

eine nicht triviale Losung hat, d.h. die Vektoren A, B, P sind linear abhéngig.
Somit gibt es A, u € R?\ {(0,0)T} mit [P] = [\-A + p-B]. 0

Wir gehen noch etwas niher auf die Parameter A und p ein. Den Vektor
(A, )T € R\ {(0,0)T} kénnen wir als homogene! Koordinaten von [P] auf
[g] bzgl. der Basis (A, B) auffassen.

An dieser Stelle noch ein Wort der Vorsicht. Die genaue Position des Punk-
tes [P] hingt nicht nur von den Punkten [A] und [B] ab, sondern auch von
den gewéhlten Reprisentanten A und B. Um dies zu veranschaulichen, sei-
en A und A’ zwei Repriisentanten von [A], B und B’ zwei Représentanten
von [B] und (A, )T € R2\ {(0,0)T} fest gewihlt. Dann gilt im Allgemei-
nen [A-A+ p-B] # [A\-A' + p-B’]. Ein Beispiel soll dies verdeutlichen: Sei
A = (0,0,1)T und B = (1,0,1)T. Der durch 1-A + 1-B = (1,0,2)7 re-
prisentierte Punkt liegt auf der Verbindungsgeraden von A und B. Er ist der
gleiche Punkt wie [(1/2,0,1)%]. Wihlt man fiir den Punkt [A] einen anderen
Reprisentanten, z.B. A’ = (0,0,2)7, so ergibt sich mit der analogen Linear-
kombination der Punkt, der durch 1-A’ +1.B = (1,0,3)” reprisentiert ist.
Dieser Punkt liegt zwar auch auf der Verbindungsgeraden von [A] und [B],
ist aber ein anderer als zuvor, denn bringt man dessen z-Koordinate auf eins
ergibt sich [(1/3,0,1)7]. Abbildung 4.1 verdeutlicht die Situation mit einem
2-dimensionalen Schnitt durch das 3-dimensionale Szenario.

Im Folgenden wollen wir analysieren, wie sich die Darstellung eines Punk-
tes [P] auf einer durch die Représentanten A und B aufgespannten Geraden
[g] dndert, wenn wir diese durch beliebige andere Reprisentanten A’ und
B’ zweier anderer Punkte auf [g] ersetzen. D.h. wir stellen einen Punkt [P]
der Gerade [g] einmal bzgl. einer Basis (A, B) und einmal bzgl. einer Basis

I weil auch hier wieder skalare Vielfache ungleich Null von (\, u)T wieder auf denselben
Punkt [P] fithren.
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A+B ye

A [A+B] B Zeichenebene [ [A'+B] B Zeichenebene

Abb. 4.1 Die Position des Punktes [A + B] hingt von den Représentanten A und B, und
nicht nur von den zugehérigen Punkten [A] und [B] ab.

(A’ B’) dar und untersuchen dabei den Zusammenhang zwischen diesen bei-
den Darstellungen. Der Punkt [P] hat bzgl. beider Basen eine Darstellung.
Seien diese durch

[Pl=[A - A+pu-Bl=[N A+ B

gegeben. Ferner gibt es natiirlich auch eine Darstellung von [A’] und [B’] in
der Basis (A, B). Diese seien [A] = [Aar- A+ pa - Blund [B'] =[Ap - A+
pp - B]. Um nun von der einen Darstellung von [P] zur anderen zu gelangen,
miissen wir nur noch einsetzen und ausrechnen. Es gilt

[P]=[\N-A + 4 - B
=\ (ar - A+ pa-B)+ 4 - (Mg - A+ ppr - B)]
=[N X+ Apr) A+ (N par + 4’ ppe) - Bl

In Matrixform ergibt sich fiir die Koordinaten [(A, #)*] und [(X, 1/)T] der
lineare Zusammenhang

)]G
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Somit haben wir das folgende Lemma gezeigt.

Lemma 4.2. Seien [g] € G und A, B Reprisentanten zweier verschiedener
Punkte auf [g]. Ferner seien A', B’ Reprdisentanten zweier weiterer Punkte
auf [g], die ebenfalls verschieden sind. Jeder Punkt [P] auf [g] kann bzgl.
beider Basen dargestellt werden, d.h. es gibt (A, )T, (N, u)T € R\ {(0,0)T}
mit

[Pl=-A+p-Bj=[N -A+y- B

Ferner gibt es eine lineare Transformation M € R?*2, die nur von A, B, A', B’
abhingt, so dass gilt

[(Avﬂ)T] = [M : (Alvlj“/)T]'

Die Matrix konnen wir wieder als projektive Transformation (auf unserer
Geraden [g]) begreifen, was soviel bedeutet wie, dass ein solcher Basiswechsel
mittels einer projektiven Transformation beschrieben werden kann.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch auf Zentralprojektionen
eingehen. Wir haben zwei verschieden Geraden [g], [¢'] und ein Zentrum [O],
von dem aus wir projizieren, welches nicht auf einer der beiden Geraden liegt.
Ferner seien [A] und [B] zwei verschiedene Punkte auf [g] und [A'] und [B’]
die beiden Punkte auf [¢], die durch die Projektion durch [O] von [g] auf [¢]
entstehen (vgl. Abb. 4.2). Dann erhalten wir

Lemma 4.3. Es gibt ein 7 € R, so dass das Bild eines Punkts [P] = [\-A +
w-B] unter der Projektion durch [O] gleich [P'] = [N-A" + u/-B’] ist, wobei
N, )" = (mA )" gilt.

Beweis. Wir zeigen, dass es eine Wahl fiir 7 gibt, so dass [P x P’] mit [O]
inzidiert. Es gilt
0 = (PxP,0)={(AA+uB)x (NA"+4'B"),0)
= (W(AxA),0)+(\(Ax B'),0)
—_———

=0
+(uXN' (B x A"),0) + (u/ (B x B),0)

=0
— (M/(AxB),0)=—{(uX(Bx A"),0).

Daraus konnen wir die Identitét

A (_(AxB’,O)) Y

U Bxa0)) " w

=7
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Abb. 4.2 Zentralprojektion von einer Geraden auf eine andere Gerade.

folgern, welche die Behauptung zeigt. Die Nenner im obigen Ausdruck kénnen
nicht verschwinden, da die Punkte [A] und [B] auf den Geraden nicht zusam-
men fallen. O

Auch hier kénnen wir die obige Abbildung als projektive Transformation
begreifen. Die Abbildung ist eine Multiplikation mit einer 2 x 2-Matrix, denn

O RN Re

4.2 Die reelle projektive Gerade

Wir wollen uns im Folgenden niher mit der Geometrie auf einer reellen pro-
jektiven Geraden befassen. Dafiir gehen wir analog zur Einbettung der eu-
klidischen Ebene im R? vor, d.h. wir betten jetzt den R' auf dem Niveau
y = 1 im R? ein (vgl. Abb. 4.3). Auch hier identifizieren wir wieder skalare
Vielfache ungleich Null miteinander und erhalten so die Menge der Punkte
auf der reellen projektiven Geraden

1 R2A{(0,0)7}
R]}D — T.

Jeder Vektor (z,y)T, der eine nicht verschwindende y-Koordinate hat, ent-
spricht einem endlichen Punkt auf dem Zahlenstrahl R. Bei unserer Einbet-
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tung miissen wir einfach den Vektor (x,y)” durch y teilen. Dabei bleibt die
Aquivalenzklasse invariant, d.h.

G)]=10v)

und wir kénnen an der ersten Komponente ablesen, welcher Punkt aus R
durch [(z,y)T] repriisentiert wird. Es stellt sich nun wieder die Frage nach
Vektoren, deren letzte Koordinate Null ist. Zuerst einmal stellen wir fest,
dass alle Vektoren mit einer verschwindenden y-Koordinate in der selben
Aquivalenzklasse liegen und somit nur einem Punkt in RP' entsprechen. Des
Weiteren ergibt sich schon aus der Anschauung, dass dieser Punkt ein Fern-
punkt ist, was auch wieder formal gezeigt werden kann, indem man eine
dghnliche Grenzwertbetrachtung wie schon bei der reellen projektiven Ebene
durchfiihrt.

Ebenfalls wie beim Ubergang von der euklidischen Ebene zur projektiven
Ebene verdndert sich durch die Einfithrung von Fernpunkten die zugrunde
liegende Topologie. Da hier nur ein Fernpunkt dazu kommt, werden die bei-
den “Enden” des Zahlenstrahls miteinander identifiziert. Anschaulich heifit
das, dass die beiden Enden zusammengeklebt werden. Somit ist RP! topolo-
gisch dquivalent zum Einheitskreis S?.

(-1,1) (1,1) 21

(1,0)

\

Abb. 4.3 Homogene Koordinaten fiir eine reelle Projektive Gerade.

Nachdem wir uns mit den Punkten in RP' und der zugehorigen Topolo-
gie befasst haben, wollen wir nun die projektiven Transformationen in RP*
betrachten. Eine projektive Transformation ist in diesem Fall die Abbildung

G)]-1C)-C))

wobei die Determinante der Matrix nicht verschwinden soll. Wenn wir in der
obigen Abbildungsvorschrift den Vektor (z,y)? durch einen dehomogenisier-
ten Vektor (z,1)7 ersetzen, erhalten wir
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OF-1Ca)- (] =1C252))

Dehomogenisieren des Bildvektors ermoglicht uns eine nicht homogene Schreib-
weise fiir die urspriingliche projektive Transformation anzugeben.
a-z+b
T +d (41)

Eine Abbildung der Gestalt (4.1) nennt man Mébius-Transformation?. Wir
haben soeben gesehen, dass die projektiven Transformationen der reellen pro-
jektiven Geraden und Mobius-Transformationen dasselbe sind.
Abschlieflend sei noch erwdhnt, dass analog zu projektiven Transformationen
der projektiven Ebene RP? projektive Transformationen einer Geraden auf
sich durch Bilder von drei Urbildpunkten bestimmt sind. Prizise formuliert
erhalten wir

Satz 4.4. Seien [A], [B],[C] drei paarweise verschiedene Punkte in RP' und
[4], [B'], [C"] ebenso. Dann gibt es eine Matriz M € R?*2 mit [M - A] = [A'],
[M - B]=[B'] und [M - C] = [C"].

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.3. a

4.3 Doppelverhiltnisse

Bisher haben wir uns in unseren Betrachtungen ausschliellich mit Beziehun-
gen zwischen Objekten beschiftigt, die sich durch Enthaltensein (Inzidenz)
charakterisieren lieen (z.B. Join, Meet, Kollinearitit, Konkurrenz). Diese
Beziehungen waren unter projektiven Transformationen invariant. Nun wer-
den wir erstmalig eine (nicht-triviale) reellwertige Funktion kennen lernen,
die unter projektiven Transformationen invariant bleibt. Die Funktion, die
wir im Folgenden untersuchen werden ist das so genannte Doppelverhdltnis
und ist auf einem Quadrupel von Punkten ([A], [B], [C], [D]) der reellen pro-
jektiven Geraden definiert.> Wir werden im Folgenden Doppelverhiltnisse
zuniichst auf Représentanten von Punkten in RP' definieren, und danach
zeigen, dass diese von der speziellen Wahl der Représentanten unabhéngig
sind. Wir fithren hierzu zunéchst eine niitzliche Abkiirzung ein. Fiir zwei
Vektoren A, B € R? schreiben wir

2 Manchmal liest man auch gebrochen-lineare Transformation.

3 Eine nicht-konstante projektiv invariante Funktion auf weniger Punkten kann es nicht
geben, da sich iiber projektive Transformationen drei Punkte an beliebigen Positionen
abbilden lassen.
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|
[A,B] =det | AB

Das Doppelverhéltnis ist invariant bzgl. Skalierung der reprisentierenden
Vektoren und bzgl. projektiver Transformationen. Es wird schlieflich der
Schliissel sein, um Messen in der projektiven Geometrie* moglich zu ma-
chen. Wir definieren zu Beginn das Doppelverhiltnis von vier Vektoren des
R2. Darauf bauen wir dann alles Weitere auf.

Definition 4.5. Seien A, B,C, D € R? vier Vektoren. Dann definieren wir

[A,C] i [B7D]

B WD B0

als das Doppelverhiltnis der vier Vektoren A, B,C, D.

Das Doppelverhéltnis wird zwar aus Vektoren berechnet, ist letztlich aber
nur von den Aquivalenzklassen der durch diese Vektoren reprisentierten geo-
metrischen Punkte abhéingig, wie das néichste Lemma zeigt.

Lemma 4.6. Es seien Aa, A, A\c, Ap € R*. Dann gilt
(A, B;C,D) = (Aa- A, Ag-B; Ao+ C, Ap - D).
Beweis. Es gilt

Da- AN C]-[Ag-B,Ap - D
a-Ap D]-[\s- B¢ C]
_ AadgAcAp - [A,C] - [B, D]

~ MABAcAp - [A, D] [B,C]
[A,C] - [B, D]

= Ao al [B: i (A, B;C, D).

()‘A'Au )\BBv )‘C'C7 )\DD):

O

Da die konkrete Wahl der Repriisentanten irrelevant fiir das Doppel-
verhéltnis ist, kénnen wir vom Doppelverhiltnis der Punkte in RP! sprechen,
d.h. ([4], [B]; [C], [D]). Die Situation ist hier in gewissem Sinne analog zur Be-
rechnung von Join und Meet iiber das Kreuzprodukt und zur Berechnung des
Skalarprodukts zum Test auf Inzidenz. Uber das letzte Lemma hinausgehend
konnen wir zeigen, dass das Doppelverhéltnis unter projektiven Transforma-
tionen invariant bleibt. Dies zeigt das folgende Lemma.

Lemma 4.7. Sei M € R?*2 mit det M # 0. Dann gilt

(A,B;C,D)=(M-A, M-B; M-C, M- D).

4 Bisher haben wir in unserem Begriffsapparat keine Moglichkeit Winkel oder Léngen
auszudriicken.
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Beweis. Es gilt

[M-A,M-C)-[M-B,M- D]

[M-A,M-D]-[M-B,M-C]
det M2 - [A,C] - [B, D]

~ det M2 -[A, D] [B,C]

[A,C]- (B, D]

= AP B0 [B: = (A, B;C, D).

(M-A, M-B; M-C, M-D) =

O

Wir hatten zu Beginn dieses Kapitels festgestellt, dass die Koordinatenre-
prisentation eines Punktes auf einer Geraden [g] abhéingig von der konkreten
Wahl der Reprisentanten A und B zweier Basispunkte [A] und [B] ist. Lem-
ma 4.2 hat dann gezeigt, dass ein Wechsel von einer Basis zur anderen durch
eine projektive Transformation (Matrixmultiplikation) beschreibbar ist. So-
mit zeigt unser Lemma 4.7, dass das Doppelverhéltnis nur von der Wahl der
vier Punkte und nicht von deren konkreten Koordinatendarstellung abhéngt.
Zudem ist das Doppelverhéltnis invariant unter beliebigen projektiven Trans-
formationen auf der Geraden. Insgesamt heifit dies, dass das Doppelverhiltnis
mit der Geometrie auf der reellen projektiven Geraden und deren Transfor-
mationen vertriglich ist. Nach dieser Vorarbeit kénnen wir ab jetzt wieder
guten Gewissens in unseren kommenden Uberlegungen Punkte mit ihren Re-
priasentanten gleichsetzten. Wir werden also wieder im restlichen Kapitel,
wenn immer die Lage unkritisch ist, die Klammernotation der Aquivalenz-
klassen weglassen.

Sind in der projektiven Ebene RP? irgendwelche vier Punkte gegeben, so
kann man diesen i.A. kein sinnvolles Doppelverhiltnis zuordnen. Liegen die
vier Punkte hingegen auf einer gemeinsamen Geraden, so konnen wir durch
Heranziehen einer beliebigen Basis dieser Gerade das Doppelverhéltnis der
vier Punkte bestimmen. Dieses ist dann sogar invariant unter allen projekti-
ven Transformationen von RP?.

Analog zum vorhergehenden Abschnitt, in dem wir auch eine inhomogene®
Schreibweise fiir projektive Transformationen angegeben haben, wollen wir
das Doppelverhiltnis fiir endliche Punkte in RP*, sprich reelle Zahlen, defi-
nieren. Dafiir setzen wir wieder Vektoren der Form (z,1)” in die Definition
ein. Eine Determinante liefert dann die Differenz zweier reeller Zahlen, d.h.

ab
[11} =a—b.

5 d.h. es werden nur endliche Punkte beriicksichtigt.
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Folglich ergibt sich fiir die gesamte Formel
[A,C]-[B,D] a—c /b—c

[AD|-[B,C] a—dlb—d

wobei fiir (X,z)T € {(A,a),(B,b),(C,c),(D,d)} entsprechend gilt X =
(,1)T. In dieser Gestalt findet man das Doppelverhiltnis oft auch in der
Literatur. Es erklart auch, woher das Dopelverhéltnis seinen Namen hat. Es
ist ein “Verhéltnis von Verhéltnissen”. Gegeniiber dem projektiven Ansatz
hat diese Schreibweise allerdings den Nachteil nicht mit unendlichen fernen
Punkten arbeiten zu kénnen.

Hier noch ein wichtiger Punkt im Umgang mit Doppelverhéltnissen. Prin-
zipiell konnen Doppelverhiltnisse den Wert oo (unendlich) annehmen, wenn
deren Nenner verschwindet. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn die Punkte
A und D zusammen fallen. Da die projektive Geometrie ja in gewisser Wei-
se versucht den Umgang mit unendlich groflen Gréflen formal in den Griff
zu bekommen, hier ein paar Regeln, wie wir im Folgenden mit Rechnungen
umgehen wollen, in denen unendlich grofle Zahlen auftauchen.

1/oo=0; 1/0=00; x+00=00; T 00=00.

Ausdriicke der Form 0/0 oder oco/oo seien nach wie vor nicht definiert. In
gewisser Weise stellt der Wert co den Fernpunkt der normalen Zahlengerade
R dar.

Ein wesentliches Merkmal der projektiven Geometrie ist die Dualitdt. Bis-
her gab es zu allem, was wir kennengelernt haben, immer ein duales Analogon.
Beim Doppelverhéltnis ist dies nicht anders, denn wir kénnen auch ein Dop-
pelverhéltnis von vier Geraden definieren, genauer gesagt, von vier paarweise
verschiedenen Geraden durch einen Punkt. Seien diese Geraden mit a, b, ¢, d
bezeichnet und der Punkt, den sie gemeinsam haben, mit O. Sei nun g eine
weitere Gerade, die nicht durch O verlduft. ¢ und die vier Geraden a, b, c,d
haben die vier paarweise verschiedenen Schnittpunkte A, B, C, D. Dabei sei
gAha= A, g N\b= B, usw.. Das Doppelverhiltnis der vier Geraden a,b, ¢, d
ist wie folgt definiert:

(a,b;¢,d) = (A, B;C, D).

Dieses ist aus zwei Griinden wohldefiniert. Erstens, das Doppelverhiltnis
(A, B; C, D) ist unabhéngig von der Wahl der Basis auf g (vgl. Lemma 4.2
und 4.7) und zweitens, das Doppelverhiltnis ist unabhéngig von der konkre-
ten Geraden g. Denn sei nun z.B. ¢’ eine weitere Gerade, die nicht durch
O verléduft, dann ergeben sich analog vier Schnittpunkte A’, B’,C’, D’ zwi-
schen ¢’ und den Geraden a,b,c,d. Die Schnittpunkte A’, B’,C’, D’ sind
aber die Bilder der Punkte A, B,C, D unter der Projektion mit Zentrum
O. In Lemma 4.3 haben wir gezeigt, dass eine solche Abbildung eine pro-
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Abb. 4.4 Doppelverhiiltnis von vier Geraden. Es gilt (a,b;c,d) = (A,B;C,D) =
(A", B’;C", D).

jektive Transformation ist. Diese wiederum erhilt Doppelverhéltnisse, d.h.
(A,B;C,D) = (A",B;C", D), was zeigt, dass das Doppelverhiltnis von Ge-
raden wohldefiniert ist. Die Situation ist in Abb. 4.4 illustriert.

So wie wir das Doppelverhiltnis eingefiihrt haben, ist es im Moment nur
mit homogenen Koordinaten in RP' zu verwenden. Insbesondere, wenn wir
nun vier kollineare Punkte in RP? haben und deren Doppelverhéltnis bestim-
men wollten, miissten wir erst die homogenen Koordinaten dieser Punkte
auf der zugehorigen Geraden bestimmen, um dann das Doppelverhéltnis be-
rechnen zu kénnen. Weniger aufwendig wére eine Berechnungsvorschrift, die
direkt die homogenen Koordinaten aus RP? verwenden wiirde. Eine solche
Formel soll jetzt angegeben werden.

Lemma 4.8. Seien A, B,C, D € P vier kollineare Punkte in RP? und O € P
ein Punkt, welcher nicht auf der Geraden AV B liegt. Dann lisst sich das
Doppelverhdltnis der vier Punkte wie folgt berechnen.

[0,A,C]- [0, B, D]
[0,A,D] -0, B,C]

(A,B;C,D) =

Beweis. Analog zu den Lemmata 4.6 und 4.7 ist es nicht schwer zu sehen,
dass der Bruch nicht von der konkreten Wahl der Représentanten der Punk-
te abhingt und unter projektiven Transformationen invariant bleibt. Somit
kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass 4 = (1,0,0)”, B = (0,1,0)7 und
O = (0,0,1)T gilt. Hieraus folgt, dass die Punkte C' und D die Koordinaten
C = (c1,¢2,0)7 und D = (dy,d2,0)" haben. Indem man die Koordinaten-
vektoren einsetzt und jede Determinante nach der ersten Spalte entwickelt,
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reduziert man die Determinanten um eine Dimension. Die verbleibenden zwei-
dimensionalen Vektoren sind aber die homogenen Koordinaten der Punkte
A, B,C, D auf der Geraden AV B bzgl. der Basis (A, B). Somit haben wir
den Ausdruck auf die Definition des Doppelverhéltnisses zuriick gefithrt. O

Wir wollen noch ein Lemma zeigen, das die Berechnung des Doppelverhélt-
nisses von Geraden erleichtert.

Lemma 4.9. Seien a,b,c,d € G vier konkurrente Geraden in RP? und O € P
deren gemeinsamer Punkt. Ferner seien A,B,C,D € P\ {O} vier Punkte,
so dass A auf a liegt, B auf b, C' auf ¢ und D auf d. Dann gilt

[0,A,C]-[0,B, D]

(a,b;¢,d) = [0,A,D]. [O,B,C].

Beweis. Wir fithren den Bruch zuriick auf die Definition des Doppelverhilt-
nisses der vier Geraden a, b, ¢, d.

Sei g’ € G eine Gerade, die nicht durch O verlduft. Die Schnittpunkte von g’
und a, b, ¢, d seien wie folgt bezeichnet:

gNha=A, gAb=DB, gnrc=C, ¢gAd=D".

Da die Schnittpunkte von O verschieden sind, gibt es homogene Koordinaten
der Punkte A, B,C, D bzgl. der Basen (0, A’), (O, B’), (O,C") und (O, D").
D.h.

AZ)\A-O—‘r/J,A'AI, .BZ)\B-O—‘y-/J,B~.BI7
C=X-O+puc-C', D=Xp-O+pup-D,
wobei (Mg, ;) € R?\ {(0,0)} und p, # 0 fir € {A, B,C, D}. Dies z.B.

in [0, A, C] eingesetzt und dann die Multilinearitét der Determinante ausge-
nutzt, ergibt

[O,A,C] = [O,/\A'O—F/JA-A/,)\C'O—F/,LC'O/] Z/,LA-/,LC'[O,A/,O/].

Analog kann man die restlichen Determinanten auf die Punkte A’, B’,C’, D’
zuriickfithren. Da jeder Punkt im Z&hler, als auch im Nenner, gleich oft vor-
kommt, kiirzen sich die Vorfaktoren gegeneinander und es bleibt nur

[0,A',C"] - [0, B, D]
[0,A". D' -0, B',C"]

iibrig. Da die Punkte A’, B’, C’, D’ kollinear sind, ist dies gleich dem Dop-
pelverhéltnis der Punkte, was wiederum der Definition des Doppelverhéltnis
der Geraden a, b, ¢, d entspricht. a
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Zum Abschluss dieses Abschnitts gehen wir noch auf die geometrische Be-
deutung der zuletzt betrachteten Doppelverhéltnisse ein. Wir haben gezeigt,
dass
[0,A,C]-[0,B, D]

[0,A,D]- [0, B,C]

gilt. Bei diesem Doppelverhiltnis sticht der Punkt O heraus, da er in jeder
Determinante vorkommt. Salopp gesagt ist O der Punkt, von dem aus wir
A, B,C, D betrachten. Um nun auf O zu verweisen, nennen wir

(A,B;C,D) =

[0,A,C]-[0,B, D]

(4. B:¢. D)o = 153 B 0.5,0]

das Doppelverhiltnis von A, B,C, D von O aus gesehen.

4.4 Harmonische Punkte

Ein konkreter Wert des Doppelverhiltnisses verdient spezielle Behandlung
und wird sich in vielen Zusammenhéngen noch als sehr niitzlich erweisen. Er
fithrt zu der sogenannten harmonischen Lage von vier Punkten. Zur Vorbe-
reitung zunéchst ein paar Beobachtungen.

Lemma 4.10. FEs seien A, B,C drei gegebene Punkte einer Geraden, von
denen keine zwei zusammenfallen und A € R. Es gibt genau einen Punkt P
auf der Geraden mit (A, B;C, P) = \.

Beweis. Gesucht ist ein P mit

[A,C] ) [va]

AP (B.C "

Umgeformt ergibt sich: [A,C] - [B, P] = A[A, P] - [B,C]. Der Punkt P tritt
in dieser Gleichung linear auf. Mit [4,C] = « und [B,C] = § (beide sind
# 0) ergibt sich [B, P] = [A, P] - Aa/3, bzw. nach nochmaligem Umformen
mit g = Ao/

[B — pA, P] = 0.

Da A und B ungleich dem Nullvektor und linear unabhéingig sind, hat die-
se Gleichur}.g immer einen eindimensionalen Lésungsraum. Dieser entspricht
genau der Aquivalenzklasse, die die Position des Punktes P festlegt. a

Satz 4.11. Seien A, B, C, D vier Punkte auf einer Geraden und (A, B;C, D) =
A. Dann gilt

(B7A7C7D):1/)‘7 (CaD7AvB):)‘7 (AaC7BaD):]'_>‘



48 4 Projektive Geometrie auf Geraden

Beweis. Die ersten beiden Gleichungen ergeben sich direkt aus der Definition
des Doppelverhéltnisses. Wir erhalten

[B7C] i [AvD]

(B,A;C,D) = 7[3713] “[A,C]

=1/(A,B;C,D)

und

. _ [C’A] i [D,B] _ (—[A,C]) ) (_[B7D]) _ .
(CDAB) =GB .4 ~ (CB.O) (@A) AP

Die dritte Gleichung erfordert geringfiigig mehr Aufwand. Sie folgt aus der
Identitét
[4, BI[D, C] + [A, C][B, D] = [A, D|[B, C1.

Diese (so genannte Grassmann-Pliicker-Relation) kann man im Bedarfsfall
durch Expandieren der Terme einfach zeigen. Umformen des Ausdrucks ergibt
A, BID.C] | [A,C)[B.D)
[A,D][B,C] * [A,D][B,C]

Bringt man eine Bruch auf die andere Seite ergibt sich
(A,C;B,D)+ (A,B;C,D) =1,
woraus sofort die zu beweisende Gleichung folgt. ad

Die in Satz 4.11 gezeigten Beziehungen reichen aus, um daraus fiir be-
liebige Permutationen von A, B, C, D das zugehorige Doppelverhiltnis aus
(A, B;C,D) zu erschliefen. Fir A = (A, B;C, D) kénnen dabei iibrigens
durch Umsortieren der Punkte lediglich die folgenden Werte auftreten.

1 1 A 1=A
A7X71_>\71_)\71_)\7 A (42)

Wir wollen nun die Situation betrachten, bei der (4, B;C, D) = —1 gilt.
Satz 4.11 besagt, dass wegen 1/(—1) = —1 in diesem Fall auch die folgenden
Relationen gelten.

(A,B;C,D) = (B,A;C,D) = (A,B;D,C) = (B, A4 D,C) =

Es kommt also in dieser Situation weder auf die Ordnung innerhalb der Paa-
re {A,B} und {C, D} an, noch auf die Ordnung der beiden Paare selbst.
Man sagt in diesem Fall, dass sich {4, B} und {C, D} in harmonischer Lage
befinden.

Ist die Position von dreien dieser Punkte bekannt, so lasst sich die Position
des vierten Punktes gem#fl Lemma 4.10 eindeutig bestimmen. Wir wollen nun
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Abb. 4.5 Konstruktion eines harmonischen Punktes.

eine geometrische Konstruktion angeben, mit dem man diesen Punkt durch
eine Abfolge von Join- und Meet-Operationen konstruieren kann.

Seien hierzu die Punkte A, B, C' auf einer Geraden g gegeben. Wir stellen
uns g eingebettet in eine projektive Ebene RP? vor.

e Zunichst wihlen wir einen Hilfspunkt O aulerhalb der Geraden g.
e Wir verbinden ihn mit den Punkten A, B, und C.

e Auf der Verbindungsgeraden O V C wihlen wir einen weiteren neuen
Hilfspunkt P.

e Nun bestimmen wir D geméif
A'=(PVB)A(OVA)
B'=(PVA)A(OV B)
D=gn(A'VE)
Satz 4.12. Der so konstruierte Punkt D erfillt (A, B;C,D) = —1.

Beweis. Abb. 4.5 zeigt zur Referenz die Konstruktion. Betrachten wir O als
Projektionszentrum, das die Gerade g auf die Gerade g’ = A’ vV B’ abbildet.
Wegen der Invarianz des Doppelverhéltnisses unter Projektion erhalten wir

(A,B;C,D) = (A, B";C', D).
Verwenden wir ferner P als Projektionszentrum von ¢’ auf g ergibt sich

(A", B";C",D) = (B, A4;C, D).
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Abb. 4.6 Harmonisches Punktequadrupel, bei dem ein Punkt ins Unendliche geriickt ist.

Somit muss gelten
A=(A,B;C,D)=(B,A;C,D) =1/,

Die einzigen Werte, fiir die dies auftreten kann, sind A = 1 und A = —1. Der
erste Fall kann ausgeschlossen werden, da in diesem Fall wegen der Eindeu-
tigkeit eines Punktes D mit (4, B;C, D) = 1 der Punkt D mit C' zusammen
fallen miisste. Also muss gelten (A4, B;C, D) = —1 womit die Punkte in har-
monischer Lage sind.® a

Harmonische Lagen sind sehr gut geeignet um #quidistante (gleichschrit-
tige) Punktefolgen auf einer Geraden zu konstruieren. Wir wollen dazu kurz
die Situation studieren, wenn in einer konkreten Einbettung der Punkt A so
gewiihlt ist, dass er auf der Ferngeraden liegt. Abbildung 4.6 zeigt die Situa-
tion. Wie man leicht mit Hilfe des Strahlensatzes nachpriifen kann, wird in
dieser speziellen Einbettungssituation der Punkt D zu B genau die gleiche
Entfernung haben, wie B zu C. Iteriert man diesen Prozess, so gelangt man
zu der in Abb. 4.7 gezeigten Situation. Ausgehend von zwei Punkten 0 und
1 und dem Punkt oo (der in der speziellen Einbettung der Geraden auch
tatséchlich im Unendlichen sitzen soll) kann man eine Folge von dquidistan-
ten Punkten konstruieren (hier naheliegenderweise mit den ganzen Zahlen
beschriftet).

In der Tat sind die obigen Konstruktionen der Beginn einer ganzen Be-
griffskette, die es gestattet in der reellen projektiven Ebene durch Konstruk-
tion zunéchst die ganzen Zahlen, dann die rationalen Zahlen und schliefilich
eine komplette algebraische Korperstruktur nachzubilden. Dies zeigt, dass
letztlich geometrisches Konstruieren gleichméchtig zu bestimmten algebrai-
schen Operationen ist. Wir wollen dies hier nicht weiter verfolgen, da dies
vom pragmatischen Zugang dieses Textes etwas zu weit abschweifen wiirde.
Der interessierte Leser sei hier auf [Ri] verwiesen.

6 Es ist iibrigens eine iiberraschende Tatsache, dass die Position des konstruierten Punktes
P unabhingig von der Position der gewihlten Hilfspunkte ist.
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Abb. 4.7 Konstruktion der ganzen Zahlen.

4.5 Projektive Skalen

Wir wollen hier die Konstruktion der dquidistanten Punkte des letzten Ab-
schnitts noch ein wenig betrachten und die Situation studieren, wenn A nicht
zum Punkt im Unendlichen gew#hlt wurde. Die entsprechende Situation ist
in Abb. 4.8 wiedergegeben. Das Bild legt nahe, dass in diesem Fall (wie zu
erwarten) auf der Geraden g das Bild einer projektiv verzerrten dquidistanten
Punktreihe entsteht. Tatséchlich ist wieder das Doppelverhéltnis ein ideales
Hilfsmittel um aus solch einer projektiv verzerrten Geraden die urspriingli-
chen Abstandsverhéltnisse zu rekonstruieren.

Um dies einzusehen, betrachten wir wieder die Situation, wenn wir drei
paarweise unterschiedliche Punkte A, B, D einer Geraden fixieren. Diese
definieren eine Funktion

f:P—-RU{0}
P (A, B; P, D),

die jedem Punkt P € P entweder eine reelle Zahl oder {oo} zuordnet.
Wir wollen sehen, welche Werte diese Funktion fiir verschiedene Wahlen
von P annimmt. Wir erhalten

[Avp] i [BaD]

I = (4D [B.P)

Da A, B, D als paarweise verschieden gewéhlt wurden, verschwindet weder
die Determinante [A, D] noch [B, D]. Die einzige Méglichkeit, wie f(P) den
Wert co annehmen kann, ergibt sich, wenn P und B zusammen fallen. Der
Wert f(P) = 0 kann nur angenommen werden, wenn der Zéhler verschwindet,
also wenn P = A gilt. Es gibt auch eine einzige Moglichkeit wie f(P) = 1
werden kann. Hierzu miissen Zéhler und Nenner identische Werte annehmen.
Man priift leicht nach, dass dies nur fiir P = D der Fall sein kann. Wir
erhalten also

f(A) =0,f(B) = o0, f(D) = L.
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Abb. 4.8 Projektive Konstruktion der natiirlichen Zahlen.

Drei Punkte einer projektiven Geraden diirfen bis auf projektive Transforma-
tion beliebig gewéhlt werden. Zusammen mit der letzten Beobachtung legt
dies nahe, zu untersuchen, was passiert, wenn bzgl. der Standardeinbettung
2+ (z,1)T die Punkte A, B, D auf 0, oo und 1 liegen. Hierfiir setzen wir

=)= (- () -

Und betrachten die Funktion f(P). Einsetzen in das Doppelverhéltnis liefert

0z 11
_ [AaP]'[BvD] _ |:11:|.|:01:| _ (_:E)'l _
[A, D] - [B, P] {? 1:| . [é”i':| (-1)-1

Somit wird der Punkt P = (x,1)T durch das Doppelverhiltnis (A, B; P, D)
auf seine eigene Koordinate abgebildet. Umgekehrt kann man das Doppel-
verhéltnis benutzen um die Bemassung einer projektiv verzerrten reellen Ge-
rade zu rekonstruieren. Hierzu identifizieren wir zunéchst die Punkte 0, 1 und
oo auf dieser Geraden, die den Urbildern des Fernpunktes und zweier einhei-
tendefinierender Punkte entsprechen. Das Doppelverhiltnis (0, co; P, 1) gibt
dann genau den Zahlenwert an, der dem Punkt P in der urspriinglichen Maf3-
skala entspricht.
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Abb. 4.9 Eine klassische perspektivische Téduschung.

4.6 Exkurs: Projektive Skalen in freier Wildbahn

Beim Schreiben dieser Zeilen sitze ich gerade im Café Glyptothek in der
Miinchner Innenstadt. In direkter N#he klassisch griechische Sdulengiéinge,
regelmiBig aufgeteilte Fensterfluchten, unter mir ein Kopfsteinpflaster, das
den Boden stark strukturiert. Wende ich mich nach links, sehe ich im Fen-
ster hinter mir die regelméfigen Streifen einer Fensterjalousie. All diese re-
gelméfligen Strukturen nehme ich perspektivisch verzerrt wahr, da ich ja
auf keine der Ebenen (Fulboden, Wand, Sdulengang) direkt senkrecht dar-
auf schaue. In der Tat sind, seitdem der Mensch angefangen hat regelmé#fi-
ge Muster zu kreieren, projektiv verzerrte Skalen zur alltéglichen Gewohn-
heit geworden: das charakteristische enger Werden der Abstéinde je weiter
entfernt eine Stelle des Muster liegt. Deswegen hat die Struktur in Abbil-
dung 4.8 in gewisser Weise etwas merkwiirdig Vertrautes. Das Wahrnehmen
projektiv verzerrter periodischer Strukturen entspricht in gewisser Weise so-
gar viel mehr unseren Sehgewohnheiten als das einer equidistanten Struktur.
Unser Gehirn ist es gewohnt, mit diesen Verzerrungen sinnvoll umzugehen
und setzt die wahrgenommene Gréfie in Relation zur geschétzten Entfernung.
Darum kommen uns Menschen, die aus der Ferne auf uns zukommen, trotz
der objektiv wahrgenommenen kleinen Grofie nicht als “kleine Menschen” vor.
Das Gehirn setzt einen subjektiven Eindruck aus der Grofie des Abbilds auf
der Netzhaut und verniinftigen Annahmen iiber die Entfernung zusammen.
Zur Entfernungsschitzung stehen den Sinnen mehrere Informationskanile zur
Verfiigung, die zumeist nur unbewusst wahrgenommen werden — die Fokus-
sierung der Augen, der Winkel, unter dem die Augen ein Objekt fixieren und
natiirlich die optische Information des Bildes selbst. Oft geniigen ein paar
Linien um sofort den Eindruck einer perspektivischen Szenerie zu erwecken.
Obwohl in Abbildung 4.9 die beiden lila Bdume messbar die gleiche Grofie
haben, nimmt unsere Wahrnehmung die Szenerie sofort als Abbild einer drei-
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Abb. 4.10 Das Residenzschloss in Dresden und drei projektive Skalen.

dimensionalen Wirklichkeit wahr und interpretiert den hinteren Baum als
wesentlich grofer.

Das quantitativ exakte mathematische Analogon zum perspektivischen
Entzerren unserer Wahrnehmung sind projektive Skalen, wie wir sie in Ab-
schnitt 4.5. kennengelernt haben. Abbildung 4.10 zeigt ein Bild des Innen-
hofes des Residenzschlosses in Dresden. Die regelméfiige Unterteilung des
Gebédudes erzeugt in der perspektivischen Verzerrung sofort eine Vielzahl
projektiver Skalen. Einige davon wurden durch Punktreihen angedeutet (rot
= Fenstergiebel, tirkis = Wappen, gelb = Sédulen). Jede dieser Punktrei-
hen wurde einzig und allein aus der Position dreier Punkte entlang einer
Linie konstruiert — der Fluchtpunkt, der die Rolle von co der projektiven
Skala spielt, sowie zwei aufeinander folgende Punkte der regelméfigen Struk-
turen. Diese spielen die Rolle von 0 und von 1. Die restlichen Punkte der
Skala wurden iiber Doppelverhiltnisse jeweils so berechnet, dass diese den
Punkten 2, 3,4, ... entsprechen, also so, dass fiir den Punkt n die Gleichung
(0,00;1n,1) = n gilt. Umgekehrt kann man nach Identifizierung des Flucht-
punktes, sowie zweier Skalenpunkte O und 1, Doppelverhéltnisse auch dazu
benutzen, auf die wahren Groflenverhéltnisse einer Situation aus einem Foto
zuriickzuschliefen. Im Ubrigen wurde die Gréfie der Punkte so angepasst,
dass sie dem perspektivischen Eindruck entspricht. Bei gleicher Gréfie wiren
diese nach hinten hinaus ansonsten als zu grof3 erschienen.
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Ubungsaufgaben

1. Gegeben seien zwei verschiedene Geraden g,! € G. Deuten Sie die Menge der nicht
trivialen Linearkombinationen von g und [, d.h. die Menge

A-g+u-l: () eR\ {0,071}
Begriinden Sie Thre Behauptung.

2. Gegeben seien drei Punkte auf einer Geraden im RP2. Es soll ein vierter Punkt kon-
struiert werden, so dass alle vier Punkte in harmonischer Lage sind. Wieviele Moglich-
keiten haben Sie, diesen vierten Punkt zu konstruieren?

3. Unten sind die Punkte 0, 1, co auf einer Geraden in RP? gegeben. Bestimmen Sie bzgl.
dieser Skala den Punkt 1% konstruktiv.

4. Bs seien A, B,C,D,E,F € R?. Zeigen Sie, dass der Ausdruck

_[A,E]-[B,F]-[C, D]
" [C,E]-|A,F)]-|B,D]

quad(A, B,C,D,E, F)

bei Skalierung der Vektoren mit Faktoren ungleich Null und unter projektiven Trans-
formationen invariant bleibt.

5. Es gilt der folgende Satz.
Gegeben seien zwei verschiedene Geraden g und l in der reellen projektiven Ebene RP?
und ein Punkt Z, der weder auf g noch auf l liegt. Dann schneiden vier paarweise
verschiedene Geraden z1, z2, z3, z4 durch den Punkt Z die beiden Geraden g undl in
je vier Punkten G1, G2, G3, G4 und L1, Lo, L3, L4 und fiir die beiden Doppelverhdlt-
nisse (G1,G2;G3, G4) und (L1, Lo; L3, Ly) gilt (G1,G2;G3, G4) = (Ll, Lo; L3, La).

a) Fertigen Sie eine Skizze zu diesem Satz an.
b) Dualisieren Sie diesen Satz.
c) Beweisen Sie diesen Satz.
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6. Gegeben sei ein (nicht-entartetes) Dreieck mit den Eckpunkten A, A2 und As im

RP2.

a)

b)

<)

d)

Wihlen Sie drei Punkte B1, Ba, Bs auf den drei Dreiecksseiten so, dass B auf der
Dreiecksseite Az, Az, B2 auf der Dreiecksseite A1, Az und Bj auf der Dreiecksseite
Ay, Az liegt und sich die drei Strecken A;, B; fiir alle ¢ € {1, 2,3} in einem Punkt
schneiden.

Bestimmen Sie nun drei weitere Punkte C1, C2, C3 mit folgender Eigenschaft.
Fiir {7, 5, k} = {1, 2, 3} liege C; auf der Geraden durch die Punkte A; und Ay, und
die Punkte Aj;, Ay, B;, C; sind in harmonischer Lage, d.h. (4;, Ay; B;,C;) = —1.
Zeigen Sie, dass die nach Aufgabenteil a) und b) konstruierten Punkte C1, Co
und C3 kollinear sind.

Interpretieren Sie die obige Konstruktion unter der Voraussetzung, dass die Punk-
te C1,C2 und C3 Fernpunkte sind. Welchen elementar-geometrischen Satz erhal-
ten Sie?

7. Gegeben sei eine Gerade g im RP? und ein Punkt Z, der nicht auf dieser Geraden
liegt. Weiterhin sei ein Punkt P # Z gegeben, der ebenfalls nicht auf der Geraden g
liegt.

2)

b)

<)
d)

Bestimmen Sie den Schnittpunkt 7" der Geraden durch die beiden Punkte Z und
P mit der Geraden g.

Bestimmen Sie nun einen vierten Punkt P’, so dass die vier Punkte P/, P, T' und
Z in harmonischer Lage sind, d.h. (P/, P;T,Z) = —1.

Zeigen Sie, dass die in Aufgabenteil a) beschriebene Konstruktion kollineare
Punkte wieder auf kollineare Punkte abbildet.

Was erhalten Sie, wenn der Punkt Z ein Punkt auf der Ferngeraden ist?

Was erhalten Sie, wenn die Gerade g die Ferngerade ist?

8. Zeigen Sie, dass die Funktionen aus Gleichung (4.2) beziiglich Hintereinanderausfiih-
rung eine Gruppe bilden, die isomorph zur symmetrische Gruppe S3 ist.
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Kegelschnitte

Bisher haben wir uns ausschlieBlich mit geradlinigen Objekten beschéftigt.
In diesem Kapitel werden wir uns mit der projektiven Darstellung von Ke-
gelschnitten beschiftigen. Neben der Tatsache, dass diese fiir sich eine sehr
schone Theorie bilden, werden sie fiir spéter auch die Grundlage zur Behand-
lung von Kreisen liefern.

5.1 Quadratische Formen

Kegelschnitte sind das Losungsgebilde quadratischer Gleichungen in zwei
Veriinderlichen, genauer gesagt liegt ein Punkt (z,y)” der euklidischen Ebene
auf einem Kegelschnitt, wenn er die inhomogene Gleichung

a- 2> +c- P +2-ay+2d-x+2-y+f=0

erfiillt. Wir konnen diese Gleichung umformulieren und sie auf Basis von
Matrizen und Vektoren in der Standardeinbettung mit z = 1 fassen. Dann

lautet sie
abd

x
(x,y,1)- [bce]-|y] =0.
de f 1

In dieser Form fillt uns die Ubersetzung in einen homogenen Ausdruck nicht
schwer. Wir miissen nur an der letzten Stelle der Vektoren, die die Punkte
(x,y)" darstellen, ein z einfiigen und erhalten

abd T
(z,y,2)- [bce]|-|y] =0.
de f z
J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 57
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Ausgeschrieben hat die beschreibende Gleichung eines Kegelschnitt damit die
Gestalt

a- 22 +c- P +2-axy+2d-x2+2-yz+ f- 22 =0.

An dieser Stelle sieht man auch leicht, dass skalare Vielfache ungleich Null
nichts an der Giiltigkeit der Gleichung &ndern. Wenn ein Vektor (z,v,2)7 die
beschreibende Gleichung eines Kegelschnitts erfiillt, dann auch \ - (z,y, 2)7
(A € R*). Ebenso gilt diese Uberlegung fiir die zugehérige Koeffizientenma-
trix. Somit kénnen wir wieder die Aquivalenzklassen mit den Reprisentanten
gleichsetzen und auf die Klammernotation verzichten.

Zu einem Kegelschnitt gibt es auch immer eine Abbildung der Form
Qo(P) = PTQP.

Diese nennen wir eine quadratische Form. O.B.d.A. ist die darstellende Ma-

trix @) einer quadratischen Form symmetrisch, denn einfaches Nachrechnen
zeigt, dass, wenn () nicht symmetrisch ist, die Matrix (Q + QT)/2 symme-
trisch ist und die gleiche Abbildung liefert, d.h.

Qq = Qq+q7)/2-

Formal kénnen wir nun einen Kegelschnitt als Nullniveau einer quadratischen
Form definieren.

Definition 5.1. Sei Qg eine quadratische Form. Dann ist der zugehdrige
Kegelschnitt Cq definiert tber

Co={PeP:PTQP =0}

Bevor wir mit allgemeinen Situationen fortfahren, beschéftigen wir uns
zuerst mit degenerierten Kegelschnitten. Hierfiir stellen wir uns die Frage,
wann eine quadratische Form Qg in zwei lineare Gleichungen zerfallt. Sei
P = (2,9,2)T, g = (a1,b1,c1)" und ¢’ = (a2, b, c2)”, dann muss

Qq(P) = (mx +biy + c12) - (agx + by + c22) = (P, g) - (P, g")

sein, wenn sie zerfiillt. Dabei kénnen wir g und ¢’ als Geraden in RP? auffas-
sen und somit liegt P genau dann im Nullniveau von Qg, wenn P entweder
auf g oder ¢’ liegt. D.h. der degenerierte Kegelschnitt besteht aus zwei Ge-
raden. Seien nun A und B zwei verschiedene Punkte auf g und C' und D
zwei verschiedene Punkte auf ¢’. Dann gilt ¢ = A X B und ¢’ = C x D,
womit wir die obigen Skalarprodukte so umformulieren kénnen, dass wir eine
Determinante erhalten. Es gilt

(P,g) = (P,Ax B)=[A,B,P] und (P,g')=(P,C x D) =[C,D,P].
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Hieraus folgern wir, dass die quadratische Form Q¢ (P) = [A, B, P]-[C, D, P]
ist. Diese Identitéit nutzen wir um den nichsten Satz zu beweisen, der eine
Aussage dariiber macht, wie viele Punkte einen Kegelschnitt bestimmen.

Satz 5.2. Durch finf Punkte, von denen keine vier kollinear sind, gibt es
immer einen Kegelschnitt.

Beweis. Da keine vier der fiinf Punkte kollinear sind, gibt es immer vier
Punkte A, B,C,D, von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Somit
konnen wir durch diese vier Punkte zwei degenerierte Kegelschnitte C; und
Cy durchlegen (vgl. Abb. 5.1). Es seien

Ci(P)={PeP:[ACP|B,D,Pl=0} und
C2(P)={PeP:[A D,P]B,C,P]=0}

die beiden Kegelschnitte. In Abb. 5.1 ist C; griin und Cy blau gekennzeichnet.
Wir konstruieren nun aus C; und Cy einen weiteren Kegelschnitt, der zusétz-
lich durch den fiinften noch nicht beriicksichtigten Punkt E verlduft. Hierfiir
verwenden wir, dass die Linearkombination

Q(P) = \-|A,C, P|[B,D,P| + u- [A,D,P|B,C, P

der beiden quadratischen Formen von C; und Cs wieder eine quadratische

Form bzw. einen Kegelschnitt liefert. Dabei wihlen wir A und p so, dass
neben den Punkten A, B,C, D auch E Nullstelle der quadratische Form ist.
Eine Wahl, die das erfiillt, ist

Man kann einfach nachrechnen, dass @ an den Punkten A, B,C,D und E
verschwindet, d.h. Q definiert einen Kegelschnitt durch die fiinf Punkte. O

An dieser Stelle wollen wir noch auf ein paar Details des Beweises einge-
hen, die die quadratische Form Q betreffen.

Die spezielle Linearkombination, die fiir Q verwendet wurde, ldsst sich
auf viele andere Situationen iibertragen. Diesen praktischen Trick nennt man
Pliickers p und er sieht allgemein wie folgt aus: Gegeben seien zwei Gleichun-
gen f; : RY — R (i = 1,2), deren Nullstellenmenge ein geometrisches Objekt
beschreiben (z.B. eine Geradengleichung). Wenn nun die Linearkombination
A+ f1(P) + p - f2(P) wieder ein Objekt des gleichen Typs beschreibt, dann
kann man Pliickers 1 anwenden. Alle Objekte, die durch A- fi(P)+ - f2(P)
beschrieben werden, verlaufen durch die gemeinsamen Nullstellen von f; und
f2. Wenn das Objekt ebenso durch einen weiteren Punkt P’ verlaufen soll,
dann ist p — fo(P’) - f1(P) — f1(P') - f2(P) die Gleichung, die dieses Objekt
beschreibt.
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Abb. 5.1 Konstruktion eines Kegelschnitts durch fiinf Punkte.

Bisher haben wir gezeigt, dass, wenn wir uns fiinf Punkte vorgeben, wir
einen Kegelschnitt durch diese Punkte finden kénnen. Dieser Kegelschnitt ist
eindeutig, wenn die Punkte einer bestimmten Bedingung geniigen.

Satz 5.3. Es seien A, B,C, D, E fiinf paarweise verschiedene Punkte in RP?,
von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Dann ist der Kegelschnitt
durch die finf Punkte eindeutig.

Beweis. Angenommen es gibe zwei Kegelschnitte C; und Co durch die Punk-
te A, B,C, D, E. Dann ist fiir alle (\, ) € R?\ {(0,0)} die Linearkombination
C = A-C1 + p-Co ebenfalls eine Kegelschnitt durch die Punkte A, B,C, D, E.
Sein nun P eine weiterer Punkt, der kollinear zu A und B, aber von diesen
verschieden ist. Mittels Pliickers p konnen wir A und p so wéhlen, dass C
zusétzlich durch den Punkt P verlduft. Durch Anwenden einer projektiven
Transformation kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass A, B, P auf der Fernge-
raden liegen und bei keinem von ihnen die y-Komponente verschwindet. D.h.
wir haben einen Kegelschnitt C konstruiert, der mit der Ferngeraden drei
Punkte mit nicht verschwindender y-Koordinate gemeinsam hat. Ist @ die
Matrix dieses Kegelschnittes, so hitte (z,1,0)7Q(x,1,0) = 0 drei verschie-
dene Losungen. Die letzte Formel ist aber eine quadratische Gleichung in z
und muss somit identisch Null verschwinden. Somit zerfillt der Kegelschnitt
(C) in zwei Geraden, ndmlich die Ferngerade und eine weitere. Da C aber alle
Punkte a, b, ¢, d, e enthilt, ist dies ein Widerspruch zur Annahme, dass von
diesen Punkten keine drei auf einer Geraden liegen. ad

Die quadratische Form Q zusammen mit der Eindeutigkeit jedoch l&sst
noch einen weiteren Schluss zu. Q definiert einen Kegelschnitt durch die
Punkte A, B,C, D, E. Anders herum kann man sagen, dass die Punkte A,
B, C, D, E, P gemeinsam auf einem Kegelschnitt liegen, wenn
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Abb. 5.2 Vier Punkte auf einem Kegelschnitt gesehen von anderen Punkten auf dem
Kegelschnitt.

Q(P)=[A, D, E|[B,C,E][A,C, P][B, D, P
— [A,C,E|[B, D, E[A, D, P][B,C, P] = 0

gilt. Umstellen der Gleichung ergibt die Identitét
[A,D,E|[B,C,E] |A,D,P|[B,C,P]

[A,C,E|B,D,E| [AC, P|[B,D,P|

Mit Lemma 4.8 koénnen wir beide Seiten als ein Doppelverhéltnis von einem
speziellen Punkt aus gesehen interpretieren. Es gilt

A,D,E|[B,C,E

AB:D.Or = A e EBD.E ™
| _ [A,D,P|[B,C, P
A B:D.C)r = 7 PlB, D, P

D.h. jeder Punkt P auf dem Kegelschnitt sieht die Punkte A, B, C, D unter
dem gleichen Doppelverhiiltnis wie der Punkt E (siehe Abb. 5.1). Dies lisst
eine alternative Formulierung eines Kegelschnitts zu.

Lemma 5.4. Sei C ein Kegelschnitt durch die Punkte A, B,C,D,E. Dann
gilt
C= {P eP: (A,B;C,D)p = (A,B;C,D)E}.
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5.2 Kegelschnitte und projektive Transformationen

Nachdem wir geklédrt haben, wie viele Punkte einen Kegelschnitt eindeutig
festlegen, wenden wir uns der Frage zu, wie sich projektive Transformationen
auf Kegelschnitte auswirken. Sei daher

™:P—-P, P—M-P

eine projektive Transformation, d.h. det M # 0. Da wir die Transformation
auf Basis von Punkten definiert haben, ist ihre Wirkung auf die Punkte klar.
Bei Geraden jedoch haben wir gesehen, um die Inzidenzrelation zu erhalten,
miissen diese nicht mit M, sondern mit (M ~1)T transformiert werden. Ganz
ghnlich verh#lt es sich mit Kegelschnitten. Ein transformierter Punkt M - P
soll genau dann auf dem transformierten Kegelschnitt éQ liegen, wenn der
urspriingliche Punkt P auf dem Kegelschnitt Cg lag. Transformieren wir den
Kegelschnitt wie folgt
Q— (M~HTQM™Y),
so gilt
(M- P)T - (M~H)TQ(M™)- (M - P) = PTQP.

Dies zeigt

Lemma 5.5. Sei 1) eine projektive Transformation und Cq eine Kegel-
schnitt in RP?. Dann ist das Bild von Co unter Ty genau der Kegelschnitt

C(M—l)TQ(M—l).

5.3 Formen von Kegelschnitten

Wir wollen uns der Frage widmen, was fiir unterschiedliche Kegelschnitte
es denn gibt. Dabei schrinken wir uns auf Klassifikation bis auf projektive
Transformationen ein. Um die Klassifikation vornehmen zu kénnen, werden
wir zuerst die wesentlichen Merkmale der beschreibenden Matrix eines Ke-
gelschnitts studieren.

Ein Kegelschnitt Cq sei durch die symmetrische Matrix ¢ beschrieben,
d.h. ein Punkt P liegt genau dann auf Cg, wenn PTQP = 0 gilt. Da Q
symmetrisch ist, folgt mit dem Satz iiber Hauptachsentransformation, dass
es eine reelle orthogonale 3 x 3-Matrix M gibt mit

a00
MTQM=10p30
00~

Die Wirkung der Matrix M koénnen wir als eine projektive Transformation
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Matrix Gleichung Objekt

1
( 1 ) 22492 —22=0 Einheitskreis St
-1

22 +y2+22=0 nur komplexe Lésungen

1
( 1 ) 22 +y2 =0 komplexen Geraden

(1,4,0)” und (1, —i,a)”

! 1 22 42 =0 reellen Geraden
v 1, -1,a)T und (1,1,a)T

1
( 0 > z2=0 reelle Doppelgeraden (0, o, )T
0

Tabelle 5.1 Mogliche Formen von Kegelschnitten.

interpretieren und da wir bis auf projektive Transformationen klassifizieren
wollen, reicht es, wenn wir uns auf Matrizen mit Diagonalgestalt beschrinken.
Im Folgenden werden wir die Nullen nicht weiter mitfithren.
Weiterhin kénnen wir «, 8, 0.B.d.A auf 1, —1 oder 0 setzen. Denn beispiels-
weise fiir a # 0 koénnen wir das folgende Martixprodukt betrachten, welches
wir wieder als Wirken einer projektiven Transformation auffassen kénnen.
1 1
Va o Va z
1 |- g L |={ 6 |
1 Y 1 Y

wobei z € {1, -1} gilt.

Aber auch die Reihenfolge der Diagonalelemente ist irrelevant, wie das nach-
stehende Matrixprodukt wieder zeigt, welches exemplarisch die ersten beiden
Diagonalelemente vertauscht.

1 « 1 I5)
1 ) i 1 _ o
1 o 1 ¥

Des Weiteren ist es nicht schwer einzusehen, dass die Matrizen @ und —Q
den gleichen Kegelschnitt beschreiben.

Somit ergeben sich fiinf mégliche Formen von Kegelschnitten, die bis auf
projektive Transformationen bestimmt sind. Die verschiedenen Fille sind in
Tabelle 5.1 aufgefiihrt.

Jeder dieser Félle beschreibt eine geometrische Situation, die nicht mit-
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tels einer projektiven Transformation in eine der anderen iiberfithrt werden
kann. Die letzen drei Fille gehtren zu degenerierten Kegelschnitten und der
zweite ldasst nur komplexe Losungen zu. Der erste Fall, der des Einheitskrei-
ses, ist besonders interessant, denn dieser lésst sich wiederum in drei weitere
Fille unterteilen. Das Kriterium, nach dem wir unterteilen, ist die Anzahl
der Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der Ferngeraden [,. Schneiden wir
nun einen solchen Kegelschnitt mit der Ferngeraden ergibt sich eine Schnitt-
bedingung in nur zwei Variablen'. Diese ist

az? + cy? 4 2bxy = 0.

Dies ist eine homogene quadratische Gleichung, die bis auf skalare Vielfache
keine, eine oder zwei Losungen hat. Die drei Moglichkeiten korrespondieren
mit den drei Fillen Ellipse, Parabel und Hyperbel (vgl. Abb. 5.3). Eine Ellipse
hat keine Punkte mit der Ferngeraden gemein, wihrend eine Parabel die
Ferngerade in einem Punkt beriihrt. Die Hyperbel hingegen schneidet diese
in zwei Punkten.

5.4 Tangenten und Polaritit

Bisher haben wir uns nur mit Punkten auf Kegelschnitten beschéftigt. Was
ist aber mit Punkten, die sich nicht darauf befinden? Dieser Frage wollen
wir in diesem Abschnitt nachgehen. Wir werden sehen, dass das Produkt aus
beschreibender Matrix eines Kegelschnitts und einem Punkt sich als Gerade
deuten lésst, die tangential an den Kegelschnitt ist, wenn der Punkt auf dem
Kegelschnitt liegt.

Dazu sei Cg ein nichtdegenerierter? Kegelschnitt mit beschreibender Ma-
trix Q und P € P ein Punkt in RP?. Zu allererst definieren wir, was wir unter
einer Tangente an Cg verstehen.

Definition 5.6. Sei Q eine reelle symmetrische 3 x 3-Matriz mit det Q # 0.
Dann ist eine Gerade g € G eine Tangente an den Kegelschnitt Cq, wenn sie
Cq in genau einem Punkt trifft.

Dem aufmerksamen Leser wird aufgefallen sein, dass wir in der Definition
einer Tangente an einen Kegelschnitt nur nichtdegenerierte Kegelschnitte zu-
lassen. Die Definition wiirde bei Kegelschnitten, die zu Geraden degenerieren
auch keinen Sinn machen.

Im Folgenden kommen wir nun zu dem Satz, den wir schon in der Einleitung

1 da wir hierfiir z = 0 setzen miissen.

2 d.h. det Q # 0. Ferner gilt fiir solche Kegelschnitte, dass keine projektive Gerade auf
ihnen liegen kann (siehe [Ri]).
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loo loo i

Ellipse Parabel Hyperbel

Abb. 5.3 Klassifikation von Kegelschnitten bzgl. ihrer Schnittpunkte mit der Ferngera-
den.

dieses Abschnitts angedeutet haben. Er beschreibt die Tangenten an einen
Kegelschnitt.

Satz 5.7. Sei Q eine reelle symmetrische 3 x 3-Matriz mit det Q # 0 und
P € RP? ein Punkt auf Cq. Dann ist Q - P die Tangente an Cq im Punkt P.

Beweis. Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Wir zeigen zuerst, dass die Ge-
rade g = @ - P den Punkt P enthélt und in einem zweiten Schritt zeigen wir,
dass P der einzige Punkt ist, den Cg und g gemeinsam haben.

Um zu zeigen, dass P auf g liegt, zeigen wir einfach, dass das zugehorige
Skalarprodukt verschwindet. Es gilt

(P,g) =(P.Q-P)=PTQP =0,

da P auf dem Kegelschnitt Cq liegt.

Den zweiten Teil des Beweises zeigen wir mittels eines Widerspruchs. Hierfiir
nehmen wir an, dass es einen weiteren Punkt R gibt, der sowohl auf g als auch
auf Cg liegt. Wenn wir das annehmen, gelten die drei Gleichungen PTQP =
0 (P auf Cg), RTQR = 0 (R auf Cg) und RTQP = 0 (R auf g). Eine
Linearkombination aus der ersten und letzen Gleichung ergibt, dass

AP+ uR)"QP =0 fiir alle A\, u € R.
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*Q(P) #Q(P) *q (P)
P
. O

Abb. 5.4 Bilder eines Punktes und seiner Polaren.

Analog liefert eine Linearkombination der zweiten und dritten Gleichung und
die Symmetrie von @, dass

RTQAP + puR) = (AP + puR)TQR =0 fiir alle A\, € R.
Schliellich fithrt Kombinieren der beiden hergeleiteten Gleichung auf
(AP + uR)"Q(AP 4+ uR) = 0 fiir alle \, u € R,

was den Widerspruch liefert, dass Cqg degeneriert sein muss, da eine ganze
projektive Gerade auf dem Kegelschnitt liegt. ad

Wir wollen das eben Gezeigte noch ein wenig verallgemeinern. Das Pro-
dukt @ - P haben wir bisher auf Punkte auf dem zugehorigen Kegelschnitt
eingeschriankt. Die Abbildung P +— @ - P ist aber auch fiir Punkte, die nicht
auf dem Kegelschnitt liegen, definiert. Im Folgenden werden wir diese Abbil-
dung formal angeben und ein paar ihrer Eigenschaften studieren.

Definition 5.8. Sei Q eine reelle symmetrische 3 x 3-Matriz mit det @ # 0.
Die Abbildung

*Q:P—G; P—Q-P

nennen wir eine Polaritdt. Wir kinnen ebenso ithre Umkehrung definieren.
Sie ist wie folgt definiert.

x0:G—P; g—Q g

Die Abb. 5.4 zeigt die drei unterschiedlichen Fille, die bei einer Ellipse
auftreten kénnen, wenn man die Polare eines Punkts P bestimmt. Den mitt-
leren Fall haben wir bereits in Satz 5.7 behandelt. In den anderen Bildern
sieht man, dass die Lage der Polaren von der Lage des Punkts P abhéngt.
Liegt P im Innern der Ellipse, schneidet die Polare die Ellipse nicht. Liegt
er auBerhalb, gibt es zwei verschiedene Schnittpunke. Wir geben hier keinen
Beweis an fiir die Korrektheit der beiden weiteren Fille. Aber es ist nicht
schwer einzusehen, dass diese sich aus der Stetigkeit der Polaritéit bzgl. des
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Abb. 5.5 Eigenschaften der Polaritét.

Punktes P ergeben.

Zum Abschluss dieses Abschnitts studieren wir die Eigenschaften der Po-
laritdt *g noch etwas néher. Eine Illustration dieser finden wir in Abb. 5.5.

Satz 5.9. Sei QQ eine reelle symmetrische 3 x 3-Matriz mit det @ # 0 und
Cq der zugehorige Kegelschnitt. Dann gilt fir die Polaritit xg Folgendes.

(i) Fir jedes Element a € PUG gilt (xg o *g)(a) = a.

(i) Drei Punkte A, B,C € P sind genau dann kollinear,
wenn *g(A), *xq(B),*q(C) € G konkurrent sind.

(iii) Drei Geraden a,b,c € G sind genau dann konkurrent,
wenn *xg(a), *q(b), *q(c) € P kollinear sind.

(iv) P € P ist genau dann inzident mit g € G,
wenn xq(P) und *g(g) inzident sind.

(v) P € P ist genau dann inzident mit xq(P) € G, wenn P auf Cq liegt.
Dann ist xq(P) die Tangente an Cq im Punkt P.

Beweis. (i) ist trivial. (i4) und (iii) folgt aus der Uberlegung, dass Kollinea-
ritédt/Konkurrenz mittels det(a, b, ¢) = 0 ausgedriickt werden kann und dass
dies dquivalent? ist zu det(Qa, Qb, Qc) = 0. (iv) ist schlicht die Aquivalenz
von (P, g) =0 und (QP,Q1g). (v) folgt mit Satz 5.7. O

3 da det Q # 0.
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5.5 Exkurs: Wo stand der Fotograf?

Wir haben gesehen, dass fiir vier markierte Punkte A, B, C, D auf einem Ke-
gelschnitt C jeder weitere Punkt X auf C diese Punkte immer unter dem
gleichen Doppelverhiltnis sieht. Aus dieser Tatsache lidsst sich ein iiberra-
schendes Verfahren fiir den Bereich der Bildanalyse ableiten. Nehmen wir
an, uns wird ein Panoramafoto einer Stadt gegeben, auf dem verschiede-
ne markante Geb#dude gut zu erkennen sind. Sind mindestens fiinf solcher
“Landmarks” erkennbar, so kann man daraus den Standort des Fotografen
ermitteln.

Betrachten wir das in Abbildung 5.6 (oben) gegebene Panoramafoto von
Miinchen. Wer sich in Miinchen ein wenig auskennt, erkennt darauf das Kup-
peldach der Staatskanzlei, die Spitze des Rathauses, den Turm der Residenz,
die Frauenkirche und die Theatinerkirche. Bezeichnen wir diese markanten
Gebédude der Reihe nach mit A, B, C, D, E. Auf dem Foto definieren die ver-
tikalen Positionen von A, B, C|, D ein gewisses Doppelverhiltnis. Mit anderen
Worten, der Fotograph sieht diese Gebdude unter einem bestimmten Dop-
pelverhéltnis A4 g ¢, p. Als néchstes braucht man eine Karte der Umgebung,

auf der man die Landmarks finden kann. Also GoogleMapsTM aufrufen und ei-
ne entsprechende Karte in passender Auflésung besorgen. Setzen wir auf der
Karte an die Positionen der Gebdaude A, B, C, D jeweils einen Punkt, so geht
durch diese vier Punkte eine einparametrige Schar von Kegelschnitten. Zu
jedem dieser Kegelschnitte C gehort ein ganz bestimmtes Doppelverhéltnis,
némlich dasjenige, unter dem alle Punkte auf C die Punkte A, B, C, D sehen.
Umgekehrt findet man zu jeder reellen Zahl genau einen Kegelschnitt die-
ser Schar, dem dieses Doppelverhiltnis zugeordnet ist. Von daher gibt es zu
der Zahl A4 p,c,p genau einen Kegelschnitt durch die Punkte A, B, C, D. Ir-
gendwo auf diesem Kegelschnitt muss unser Fotograf gestanden haben. Fiihrt
man genau das gleiche Verfahren fiir die Gebéude A, B, C, E durch, so erhilt
man zundchst ein Doppelverhéltnis A4 g ¢, g und damit einen weiteren Ke-
gelschnitt. Auch auf diesem Kegelschnitt muss der Fotograf stehen. Somit
ergibt sich die Position des Fotographen als eine Stelle, an der sich die beiden
Kegelschnitte (abgesehen von den drei Punkten A, B, C') schneiden.

Man kann fiir jede Auswahl von 4 Gebduden einen entsprechenden Ke-
gelschnitt berechnen. Alle so gewonnenen Kegelschnitte haben einen Punkt
gemeinsam — den Ort des Fotographen. Abbildung 5.6 zeigt die fiinf Kegel-
schnitte, die man in unserem Beispiel durch Auswahl von je vier Gebduden
erhélt. Der Ort des Fotografen ist durch einen dicken weiflen Punkt gekenn-
zeichnet. Wer sich ein wenig in Miinchen auskennt, erkennt, dass der Foto-
graph den kleinen Hiigel des Monopterus, ein Tempel im klassizistischen Stil,
erklommen hat. Jedem Miinchentouristen sei dies iibrigens empfohlen, da
man von dort aus einen wirklich ausgezeichneten Blick iiber die Miinchner
Innenstadt hat. Man stellt iibrigens auch fest, dass der Fotograf ein Tele-
objektiv verwendet hat, was in diesem Fall dazu fiithrt, dass das Problem
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numerisch relativ schlecht konditioniert ist. Im Ubrigen sei es dem Leser als
(gar nicht so leichte) Ubungsaufgabe iiberlassen, zu zeigen, dass sich bei dem
besagten Verfahren die fiinf konstruierten Kegelschnitte tatsédchlich immer in
einem Punkt treffen miissen.

Abb. 5.6 Wo stand der Fotograf?
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Ubungsaufgaben

1. Firi € {1,...,5} sei P; = (x4,i,2:)T ein Punkt aus RP2. Py, ..., P5 bestimmen i.A.

einen Kegelschnitt
_ T 3. 2 2 2 _
C=A{(z,y,2)" €eR’:a-z"+c-y“+2b-ay+2d-zz+2e-yz+ f -2z =0}.
Zeigen Sie, dass ein Punkt Ps = (6,96, 26)” genau dann auf C liegt, wenn
f% y% T1Y1 Y121 T121 Zf
T3 Y2 way2 Y222 T222 23

X3 Y3 T3Y3 Y323 T323 Zg

det | 73 “3 3 1=0.
Ty Yy TaY4 Y424 T4Z24 2
f% y§ T5Y5 Y525 T525 Zg

T3 Y2 T6Ys Y626 T6Z6 24

2. Eine Ellipse sei durch den Kegelschnitt

C= {(:L‘,y,z)T ERP?:a-22+c-y?+2b-zy+2d-z2+2e-yz+ f - 2> =0}
gegeben. Dieser definiert die beiden Matrizen Q und R durch

abd

Q=|bce undR:(Zb).
de f ¢

Zeigen Sie, dass fiir den Flacheninhalt F¢ der von C umrandeten Flédche gilt

det Q

FC =7
(det R)3

Gehen Sie dazu nach den folgenden Schritten vor.
a) Zeigen Sie, dass die Formel fiir den Einheitskreis C1 = {(z,y, 2)T € RP? : 22 4

y? — 22 = 0} gilt.

b) Zeigen Sie, dass die Formel fiir eine allgemeine zentrierte achsenparallele Ellipse
Co = {(z,y,2)T € RP? : ax? + By? — 22 = 0} giiltig ist.

¢) Folgern Sie die Giiltigkeit der Formel fiir beliebige Ellipsen, indem Sie diese mit-
tels einer euklidischen Transformation auf eine zentrierte achsenparallele Ellipse
zuriickfiihren.

3. Es seien g,l € G zwei verschiedene Geraden und P € P ein Punkt der reellen projek-

tiven Ebene, der weder auf g noch auf [ liegt. Bestimmen Sie die Gerade durch P und
den Schnittpunkt von g und [, indem Sie Pliickers p verwenden.

Zeigen Sie, dass man fiir drei Kegelschnitte Cq,, Cq,, Cg; genau eine Linearkombi-
nation finden kann, die durch zwei gegebenen Punkte P; und P geht. Ferner gilt fiir
die Koeffizienten A1, A2 und A3 der Linearkombination

A1 PrQ.Py PEQ. P,
A | = | PTQ2P1 | x | PFQ2Pp
A3 PrQ3P, PIQ3P,

Es seien die Punkte A, B,C, D € RP? paarweise verschiedenen und die Menge der
Kegelschnitte durch diese Punkte mit S bezeichnet. Zeigen Sie, dass es eine Bijektion
von S nach RP! gibt.
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Komplexe Zahlen und Geometrie

Bei aller Eleganz hat die Einfithrung von homogenen Koordinaten zunéchst
einen (scheinbaren) Nachteil. Es ist nicht offensichtlich, wie sich mittels homo-
gener Koordinaten metrische Begriffe wie Abstand, Winkel, Senkrecht stehen,
Kreise etc. tibersichtlich und einfach ausdriicken lassen. Tatséichlich fithrt der
Weg von projektiver Geometrie zuriick zur Metrik nur iiber das Gebiet der
komplexen Zahlen. Hier wollen wir zunéchst die Aussagekraft komplexer Zah-
len im Bereich metrischer Bedingungen betrachten. Hieraus werden wir spater
konkrete (projektive) Kriterien zum Abpriifen metrischer Eigenschaften einer
Konfiguration herleiten.

6.1 Komplexe Zahlen

Die historischen Urspriinge komplexer Zahlen liegen eigentlich im Lésen von
Polynomgleichungen. Obwohl komplexe Zahlen auch schon beim Losen qua-
dratischer Gleichungen ein niitzliches Hilfsmittel sind, traten sie historisch
erstmalig beim Losen kubischer Gleichungen auf. Dort ist ein Verstehen der
Losungsgesamtheit (auch der rein reellen Losungen) nur durch Einfithrung
von komplexen Zahlen moglich. Diese Beobachtung wurde erstmalig von Gi-
rolamo Cardano (1501-1576) systematisch durchgefiihrt, wenngleich er nicht
der erste war, der iiber einen Losungsweg fiir kubische Gleichungen verfiigte.

Wir wollen uns die Rolle der komplexen Zahlen zunéchst am Beispiel qua-
dratischer Gleichungen verdeutlichen. Die Losungen einer quadratischen Glei-
chung 2 + px + ¢ = 0 erhilt man nach der bekannten p, g-Formel

2
p p
T192 = —= + — —(q.
: 2 11
J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 71
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‘.’
Abb. 6.1 Die Verbindungsgerade der Schnittpunkte zweier Kreise ist immer reell, selbst
wenn die Punkte komplex werden.

Reelle Losungen existieren nur, wenn der Ausdruck unter der Wurzel nicht-
negativ ist. So hat z.B. die Gleichung 241 = 0 keine reelle Losung. Komplexe
Zahlen erweitern nun den Bereich der reellen Zahlen durch Hinzunahme einer
Zahl i mit der Eigenschaft i> = —1. Die Zahl i ist quasi eine formale Losung
der Gleichung 22 +1 = 0. Natiirlich hat die Zahl i keine Entsprechung auf der
reellen Zahlengeraden, da das Produkt zweier reeller Zahlen immer positiv
ist. Bis auf obige Regel erfolgt das Rechnen mit der imagindren Finheit i
genauso wie mit jeder anderen Zahl. Die Menge der komplexen Zahlen C ist
nun die Menge aller Zahlen der Form z = a + tb, wobei a und b beliebige
reelle Zahlen sind. Die Wurzel einer negativen Zahl —a (a > 0) ergibt sich
als /—a = =i+/a. Hierbei ist die Mehrdeutigkeit des Ausdrucks +i/a zu
beachten. Es gibt zwei Zahlen, die mit sich selbst multipliziert die Zahl —a
ergeben.

Durch Hinzunahme der imaginiren Einheit sind nun alle quadratischen
Gleichungen formal 16sbar geworden. So hat z.B. die quadratische Gleichung
2% — 42 + 13 = 0 die beiden Losungen x; = 2 + 37 und 2o = 2 — 34, wie man
durch Einsetzen leicht nachrechnen kann.

(2430)(2+3i) —4-(2+31) +13=4+12i + 92 —8 — 12i + 13 =0
(2-3i)(2-3))—4-(2—31)+13=4—12i + 92 — 8+ 12i + 13 =0

Erstaunlicherweise hat man durch Einfithrung von komplexen Zahlen noch
viel mehr gewonnen. Im Bereich der komplexen Zahlen sind Polynomglei-
chungen beliebigen Grades immer losbar. Dies ist der berithmte “Fundamen-
talsatz der Algebra”. Der letztlich die iiberraschende Tatsache belegt, dass
nur durch Erweiterung der Reellen Zahlen R um die Losung einer einzigen
Gleichung 2 = —1 und Hinzuziehen der iiblichen Rechenregeln bereits alle
Polynomgleichungen 16sbar werden.

Aus der Tatsache, dass komplexe Zahlen beliebige Polynomgleichungen
zu losen vermogen, ergibt sich eine interessante Konsequenz fiir die Schnitt-
verhéltnisse in der Geometrie. Wir wollen uns dies am Beispiel von Kreisen
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verdeutlichen. In den vorangegangenen Kapiteln haben wir unsere Geome-
trie derart erweitert, dass zwei beliebige verschiedene Geraden immer einen
gemeinsamen Schnitt haben. Fiir Kegelschnitte (und insbesondere schon fiir
Kreise) ist dies zuniichst nicht notwendigerweise der Fall. Es ist einfach sich
zwel Kreise vorzustellen, die keinen gemeinsamen Schnitt haben. An dieser
Stelle kommen nun die komplexen Zahlen zur Hilfe. Sie helfen auch diese
Situation in unsere Betrachtungen mit einzubeziehen.

Das Auffinden der Schnitte zweier Kreise ist nichts anderes als das Losen
einer quadratischen Gleichung. Dies kann man folgendermaflen einsehen: Wir
betrachten im R? eine Kreisgleichung. Diese hat die Form

(@ —mg)* + (y — my)* =17

oder ausmultipliziert und ein wenig umsortiert
22+ 9% +ax +by+c=0.

Wir kénnen einen Kreis durch Angabe der Parameter (a,b,c)” charakterisie-
ren. Angenommen wir haben zwei Kreise mit Parametern (ay,b1,c;)? und
(a2, ba,c2)T, die wir miteinander schneiden méchten. Ziehen wir die beiden
zugehorigen Gleichungen voneinander ab, so heben sich die quadratischen
Terme weg und wir erhalten die Geradengleichung.

(a1 —ag)x + (b —b2)y + (c1 — c2) = 0.

Die Schnittpunkte der beiden Kreise miissen also auch auf dieser Geraden
liegen. Sie hat die homogene! Koordinate (a; —as, by —ba, c1 —c2)?. Schneiden
dieser Geraden mit einem der beiden Kreise liefert die gesuchten Schnittpunk-
te. Scheiden einer Geraden mit einem Kreis entspricht aber dem Losen einer
quadratischen Gleichung und ist somit {iber den komplexen Zahlen immer
durchfiihrbar.

Unter Einbeziehung komplexer Zahlen finden wir somit ¢mmer Schnitt-
punkte. Es kann lediglich passieren, dass deren Koordinaten komplex werden.
Betrachten wir beispielsweise ganz konkret den Schnitt des Einheitskreises
22 4+ 32 = 1 mit dem um einen Wert 2¢ in 2-Richtung verschobenen Kreis
(r — 2t)% + y? = 1. Als Losung erhilt man die beiden Schnittpunkte mit
homogenen Koordinaten

(t,vV1—t2, D)7 und (t,—/1—1t2,1)7.

Wird ¢ grosser als 1, so wird die y-Koordinate der Punkte komplex. Be-
merkenswerterweise ist die Verbindungsgerade der beiden Schnittpunkte im-
mer reell, wie man durch Ausrechnen des Kreuzproduktes leicht nachrechnen
kann. Wir erhalten

L Auch in diesem Kapitel werden wir Aquivalenzklassen und Reprisentanten gleich be-
zeichnen.
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Abb. 6.2 : Gegeben seien drei Kreise. Fiir jedes Paar zieht man die Verbindungsgerade
der beiden Schnittpunkte. Die drei entstehenden Geraden sind reell und schneiden sich
unabhéngig davon, ob die Schnittpunkte reell oder komplex sind.

t t 2v1 —t2 2
Vi—t?2 ] x| -vV1I-t?] = 0 =v1-t31 0
1 1 —tv1—1t2 —t

Der Vorfaktor, egal ob komplex oder reell, trigt nichts zur geometrischen
Position der Geraden bei und wir erhalten genau die Mittelsenkrechte der
beiden Kreismittelpunkte. Zwischenergebnisse konnen also komplex sein, ob-
wohl davon abgeleitete Grossen wieder reell werden kénnen.

Mit dieser erweiterten Betrachtungsweise von Geometrie kénnen wir aber-
mals Sonderfélle (Kreise scheiden sich oder auch nicht) systematisch aus der
Geometrie eliminieren und ein einheitliches algebraisches System schaffen.
Als kleinen Vorgeschmack illustriert Abb. 6.2 (links) ein typisch Euklidisches
Theorem, das auch noch seine Giiltigkeit behélt, wenn die Situation komplexe
Zwischenergebnisse aufweist, wie in Abb. 6.2 (rechts) gezeigt.

6.2 Geometrie komplexer Zahlen

Komplexe Zahlen der Form a + ib kénnen als Punkte in der Ebene aufgefasst
werden (Abb. 6.3). Man triagt auf der z-Achse den Realteil a ab und auf
der y-Achse den Imaginérteil b. Alternativ kann eine komplexe Zahl z =
a + ib auch durch ihren Winkel 6 zur reellen Achse und ihren Abstand r
zum Ursprung angegeben werden. Ein bemerkenswertes Resultat von Euler
zeigt den Zusammenhang von komplexen Zahlen in Polarkoordinaten und der
Exponentialfunktion auf. Es gilt

Z=Te

Die Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen kann ebenso geome-
trisch interpretiert werden (Abb. 6.4). Addition einer komplexen Zahl zu einer
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A

— 0
z=a+ib /\ z = ret
bf-mmmmeeee .
-

Abb. 6.3 Komplexe Zahlen als Vektoren und in Polarkoordinaten.

anderen entspricht einfach der Vektoraddition in der Ebene. Multiplikation
zweier Zahlen z; = r1e'% und z, = rye’?? entspricht einer Drehstreckung, da

01 i(gl +92)

2129 = rlei . T2€i92 =rirge
gilt. Die Léngen der Zahlen multiplizieren sich, die Winkel addieren sich.

Eine weitere Grundoperation ist das Konjugieren komplexer Zahlen. Hier-
bei wird einfach der Imaginérteil einer Zahl negiert. Das konjugiert Komplexe
der Zahl z = a + b ist Z = a — tb. Geometrisch entspricht das Konjugieren
einer Spiegelung an der reellen Achse (Abb. 6.5).

Man kann Konjugation gezielt einsetzen, um zu testen, ob eine Zahl rein
reell oder rein imaginér ist. Dies folgt aus den folgenden beiden Relationen

z2=Z <= z€R und z=-7 < zciR.

Wir wollen nun das Rechnen mit komplexen Zahlen dazu verwenden, geo-
metrische Eigenschaften von Punkten in der komplexen Zahlenebene nach-
zupriifen. Hierbei ist das Ziel, alle diese Tests zusammengesetzt aus den vier

21-22 = rirgei(f1162)
21+ 22

z
z2 1

L.
>

Y

Abb. 6.4 Addition und Multiplikation komplexer Zahlen.
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Y

wl

Abb. 6.5 Konjugation komplexer Zahlen.

Grundrechenarten, Konjugation und Gleichheit ausdriicken zu koénnen, da
dies uns spéter ermoglicht, die Tests als projektiv invariante Eigenschaften
zu formulieren.

Die einfachste nachpriifbare Eigenschaft ist die Gleichheit der (vom Null-
punkt aus gesehenen) Richtung zweier Punkte der komplexen Ebene. Haben
zwei Punkte A = r4 - €4 und B = rp - €? die gleiche Richtung (also
04 = 0p), so ist deren Quotient A/B = ry/rp - ei0a—05) — rA/TB - et =
ra/rp eine reelle Zahl. Unter Ausniitzung der Konjugation kann man dies
auch folgendermaflen ausdriicken:

04 =0p < A/BZZ/E

Die letzte Beobachtung kann man auch dazu benutzen, Kollinearitit von
drei Punkten A, B, C' in der komplexen Ebene zu testen. Man iiberpriift
einfach, ob die Differenzenvektoren B — A und C — A in die gleiche Richtung
zeigen. D.h.

A,B,C sind kollinear <= (B—A)/(C—-A)eR.

Unter Verwendung von Konjugation gilt dann

A

>

Abb. 6.6 Test auf Winkelgleichheit A/B € R (links). Test auf Kollinearitét (B—A)/(C —
A) € R (rechts).
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Abb. 6.7 Satz vom Fasskreisbogen.

A,B,C sind kollinear <= (B—-A)/(C—-A)=(B-A)/(C—-A).

Wir ndhern uns nun dem ersten Hauptziel dieses Kapitels, dem Verhéltnis
von Kreisen, projektiver Geometrie und komplexen Zahlen. Unser néchstes
Ziel ist es, einen Test zu formulieren, der nachpriift, ob vier Punkte in C auf
einem Kreis liegen oder nicht. Als Hilfswerkzeug bendtigen wir hierzu den
aus der Elementargeometrie (hoffentlich) bekannten

Satz vom Fasskreissbogen. Sei K ein Kreis und seien A und B zwei
Punkte auf K. Alle Kreispunkte auf derselben einen Seite der Verbindungs-
geraden A, B von A und B “sehen” die Punkte A und B unter dem gleichen
Winkel «. Alle Punkte auf der gegeniiberliegen Seite von A, B sehen die Punk-
te A und B unter dem Winkel 1 — . Umgekehrt liegen alle Punkte, die A
und B unter dem Winkel a oder m — « sehen, auf K.

FEin sehr bekannter Spezialfall dieses Satzes ist der Satz des Thales, der
besagt, dass die Endpunkte eines Kreisdurchmessers mit allen Kreispunkten
einen rechten Winkel bilden.

Wollen wir nun entscheiden, ob vier Punkte A, B, C' und D aus C auf
einem gemeinsamen Kreis liegen, so konnen wir dies unter Zuhilfenahme des
Satzes vom Fasskreisbogen auf den Vergleich zweier Winkel zuriickfiithren.
Liegen die Punkte C' und D auf der gleichen Seite der Geraden A, B, so
miissen sie beide die Punkte A und B unter dem gleichen Winkel sehen.
Die beiden zu vergleichenden Winkel erhélt man als Winkel der komplexen
Zahlen (A — C)/(B — C) und (A — D)/(B — D). Der Vergleich der Winkel
lésst sich formulieren als
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Der obige Ausdruck ist iiberraschenderweise nichts anderes als ein Doppel-
verhéltnis in einer nicht projektiv dargestellten Form, bei der anstatt Re-
préisentanten von Punkten einer projektiven Geraden die Zahlen selbst ein-
getragen sind (vgl. S. 44). Unser niichstes Ziel wird es sein diese Relation
vollstandig projektiv zu interpretieren.

Zuvor noch eine wichtige Beobachtung. Es gibt noch einen weiteren Fall,
bei dem das eben betrachtete Doppelverhéltnis reell wird. Dies ist die Situa-
tion, wenn wir es im Satz vom Fasskreisbogen mit einem Winkel 0 oder 7 zu
tun haben. Die vier Punkte A, B, C und D liegen dann auf einer Geraden.
Eine solche Gerade kann man auch als Kreis mit unendlich groflem Radius
auffassen. Zusammenfassend erhalten wir

Satz 6.1. Vier Punkte A, B, C und D in C liegen genau dann auf einem

(A-C) / (A-D)

Kreis oder einer Geraden, wenn das Doppelverhdltnis (B=0)/ (B=D) reell ist.

6.3 Die komplexe projektive Gerade

Die letzte Feststellung offenbart uns einen tiefen Zusammenhang zwischen der
Geometrie der Kreise, projektiver Geometrie und der komplexen Zahlenebe-
ne. Die Tatsache, dass die Eigenschaft “Vier Punkte liegen auf einem Kreis”
sich als projektive Invariante ausdriicken ldsst, zeigt, dass Kreise “natiirliche”
Objekte komplexer projektiver Geometrie sind.

Analog zur Situation iiber dem Korper R und der Definition der reellen
projektiven Geraden definieren wir die komplexe projektive Gerade als

1 CA {0,073
CP" = —

Die Punkte von CP' sind repriisentiert durch Vektoren (21, 22)7 € C?, wobei
wie immer Vektoren, die sich nur durch ein (komplexes) Vielfaches unter-
scheiden, miteinander identifiziert werden. Die urspriinglichen Punkte von C
werden durch Homogenisierung in CP' eingebettet, indem wir dem Punkt
z € C den Punkt (z,1) € CP' zuordnen. Durch diese Zuordnung bleibt nur
ein einziger Punkt von CP' nicht erfasst, der Punkt (1,0)”. Dieser Punkt
(im Unendlichen) vervollstindigt die normale komplexe Ebene zur komple-
xen projektiven Geraden. Wir werden diesen Punkt im Folgenden 6fter mit
oo abkiirzen.

Anmerkung: Ein Wort der Vorsicht zum Sprachgebrauch: Wir sprechen
zwar von der komplexen projektiven Geraden, dieses Objekt ist allerdings
in Wirklichkeit (reell betrachtet) zweidimensional, da C selbst bereits ein
zweidimensionales Objekt ist.

Ahnlich zur Situation der reellen projektiven Ebene vervollstéindigen wir
hier R? ~ C durch Hinzunahme unendlich ferner Elemente zu einer randfreien
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Abb. 6.8 Stereographische Projektion.

zweidimensionalen Flidche. Dennoch ist die Situation qualitativ gesehen eine
andere. Im Fall der reellen projektiven Ebene nehmen wir eine ganze Gerade
im Unendlichen mitsamt all ihrer darauf liegenden Punkte hinzu. Auf diese
Weise erhalten wir eine (nicht-orientierbare) Fliche, die topologisch dquiva-
lent zur Kugel mit Identifikation antipodaler Punkte ist.

Im Fall von CP' nehmen wir zur Vervollstindigung zu C nur einen einzigen
Punkt hinzu. Die resultierende Fldche ist dann orientierbar und topologisch
dquivalent zur Kugel selbst, d.h.

CP! ~ CU {0} ~ S2.

Die Isomorphie von CU{oo} und S? kann durch eine so genannte stereographi-
sche Projektion konkretisiert werden. Hierzu legt man eine Kugel tangential
an die komplexe Zahlenebene und projiziert vom Nordpol der Kugel C auf
die Kugeloberfliche. Hierbei wird jeder Punkt von C eindeutig einem Punkt
von S? zugeordnet. Der einzige Punkt von S? der hierdurch nicht erfasst
wird ist der Nordpol selbst. Die Bilder sehr grofler komplexer Zahlen hiufen
sich jedoch um diesen Punkt, so dass wir diesen mit dem hinzugenommenen
Punkt oo identifizieren kénnen. Abb. 6.8 verdeutlicht die stereographische
Projektion.

6.4 Transformationen in CP!

Genau wie auf der reellen projektiven Geraden (oder in der reellen projek-
tiven Ebene), lassen sich in CP' projektive Transformationen durch lineare
Abbildungen auf den homogenen Koordinaten ausdriicken. Eine projektive
Transformation eines Punktes (21, z)7 € CP! hat also die Form
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ab\ (z1) _ (az1+ bz
cd 2] \ezi +dz )’
Insbesondere lassen solche Transformationen analog zu unseren Uberlegun-

gen aus Kapitel 4 das Doppelverhéltnis beliebiger vier Punkte A, B, C, D
unverdndert. Wir erhalten also

Satz 6.2. Projektive Transformationen in CP' fiihren Kreise und Geraden
in Kreise und Geraden tiber.

Beweis. Sei K ein Kreis oder eine Gerade in CP* und M die Matrix einer
projektiven Transformation von CP'. Wir miissen zeigen, dass das Bild von K
unter M wieder ein Kreis oder eine Gerade ist. Da Kreise durch drei Punk-
te eindeutig festgelegt sind, geniigt es zu zeigen, dass die Bilder von vier
Punkten A, B, C, D auf K nach der Transformation wieder auf einem Kreis
liegen. Da die vier Punkte auf einem Kreis liegen, ist deren Doppelverhéltnis
(A, B; C, D) reell. Wegen der Invarianz des Doppelverhiltnisses unter pro-
jektiven Transformationen ist das Doppelverhiltnis der Bilder ebenfalls reell.
Also liegen die Bildpunkte wieder auf einem Kreis oder einer Geraden. O

Da wir ja den Raum CP* aus C durch Hinzunahme eines einzigen Punktes
gewonnen haben, liegt es nahe, sich zu verdeutlichen, was eine projektive

Transformation 7p; mit
ab
u=(a)

eigentlich mit den urspriinglichen Punkten von C macht. Wir kénnen eine
solche Abbildung in eine Hintereinanderschaltung von einer Homogenisierung
z +— (2,1)T, der eigentlichen Transformation 75; und einer Dehomogenisie-
rung (z1,22)T + 21/22 zerlegen. Wir erhalten also insgesamt die Abbildung

az+b
cz+d

Z =

Dies sind die bekannten Mdbius- Transformationen aus der Funktionentheo-
rie, die uns bereits in Abschnitt 4.2 begegnet sind. Uber C erkennt man deren
geometrische Struktur wesentlich klarer als iiber R. Sie sind genau die Trans-
formationen in C, die Kreise und Geraden in Kreise und Geraden iiberfiithren.
Abschlielend wollen wir uns noch klarmachen, wie viele reelle Freiheitsgrade
eine solche M&bius-Transformation eigentlich hat. Jede der komplexen Zahlen
a, b, cund d hat genau zwei Freiheitsgrade. Bei der Transformation kommt es
aber insgesamt auf ein komplexes Vielfaches dieser Zahlen nicht an, so dass
wir insgesamt 8 — 2 = 6 Freiheitsgrade erhalten.
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6.5 Die Punkte I und J

Unsere bisherigen Betrachtungen haben uns gezeigt, dass wir die normale
euklidische Ebene auf zweierlei verschiedene Arten zu projektiven Réumen
vervollstdndigen konnen.

Die Vervollstiandigung zur reellen projektiven Ebene erméglichte es uns,
auf elegante Weise mit Punkten und Geraden zu “rechnen”. Schnitte und
Verbindungsgeraden lieflen sich einfach als Kreuzprodukte der homogenen
Koordinaten beschreiben. Sonderfille wie parallele Geraden wurden weitest-
gehend mit denselben Methoden auflosbar. Auch die Beschreibung von Ke-
gelschnitten wurde auf natiirliche Weise moglich. Vollkommen verloren ging
dabei allerdings die Betrachtung metrischer Verhéltnisse.

Im Gegensatz dazu konnten durch die Vervollsténdigung der Ebene zur
komplezen projektiven Geraden Kreise als natiirliche Objekte herauskristal-
lisiert werden. Da Kreise intrinsisch durch einen Abstandsbegriff definiert
sind (Menge der Punkte mit konstantem Abstand zum Zentrum), liegt hierin
der Schliissel zu einer Betrachtung metrischer Verhéltnisse. Allerdings geht in
CP' wiederum die einfache Berechnung von Verbindungsgeraden und Schnitt-
punkten vollkommen verloren.

Ziel dieses Abschnittes ist es nun, die beiden Systeme zu einem umfassen-
deren zu vereinigen, das einen Zugriff auf die Vorteile beider Welten erlaubt.

Erstaunlicherweise lésst sich diese Vereinigung der zwei “Welten” durch
einfaches Hinzunehmen (bzw. Auszeichnen) zweier spezieller Elemente errei-
chen. Dies ist vergleichbar mit der speziellen Rolle der “Geraden im Unend-
lichen” zum Ausdriicken von Parallelitdt. Im Unterschied hierzu wird uns
allerdings die jetzige Erweiterung die Einbeziehung der wvollstindigen eukli-
dischen Geometrie in eine projektive Umgebung ermdglichen.

Die speziellen Elemente, die wir hinzunehmen miissen, sind zwei Punk-
te. Sie werden meistens mit I und J bezeichnet und haben die komplexen
homogenen Koordinaten

—3 )
I=1|1 und J=11
0 0

Betrachten wir zunéchst zwei Punkte A und B der euklidischen Ebene mit
Koordinaten (a1, a2)” und (b1,b2)T. Wir interpretieren diese Punkte einer-
seits als Punkte Z4 = a1 + ias und Zp = b; + ibs der komplexen Zahlene-
bene. Andererseits interpretieren wir die Punkte als homogenisierte Punkte
(a1,a2,1)T und (b1, by, 1)7 in der reellen projektiven Ebene. Betrachten wir
nun die Determinante [A, B, I]. Wir erhalten
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ay b1 —1
[A, B, I] =det | az by 1
110

:bl—iag—a1+ib2
:bl—al +i(b2—a2)
=7Zp—Za.

Das heifit, wir kénnen die fiir das Doppelverhéltnis ben6tigten Differenzen
komplexer Zahlen als Determinanten unter Verwendung von I ausdriicken.
Das Doppelverhiltnis, das die Eigenschaft beschreibt, dass A, B, C' und D
auf einem Kreis liegen, lisst sich nun darstellen als

[CAI]|[DBI]
[DAI][CBI]’

Wenn diese (im Allgemeinen komplexe) Zahl reell ist, liegen die vier Punkte
auf einem Kreis/Gerade. Wir konnen den Test auf ,,Reell-Sein“ wieder durch
Vergleich mit dem konjugiert Komplexen des Werts durchfiithren. Da aber J
das konjugiert Komplexe von I ist, erhalten wir [ABI] = [ABJ]. Somit ldsst
sich der Test, ob vier Punkte auf einem Kreis liegen, schreiben als

[CAT)[DBI] [CAJ)[DBJ]

[DAI[CBI] ~ [DAJ|CBI
Wir kénnen durch Multiplikation mit den Nennern der Briiche diesen
Test auch als projektiv invariante Eigenschaft eines Determinantenpolynoms
schreiben. Wir erhalten

Satz 6.3. Vier Punkte A, B, C und D in RP? liegen genau dann auf einem
Kreis oder einer Geraden, wenn

[CAI|[DBI|[DAJ|[CBJ] — [CAJ|[DBI|[DAI|[CBI] = o.

Die obige Formel demonstriert, dass man die Eigenschaft der Kozirkula-
ritdt unter Zuhilfenahme von I und J als projektiv invariante Eigenschaft
ausdriicken kann. Die Formel aus dem letzten Satz ist uns bereits aus einem
anderen Kontext bekannt. Es ist die Formel, die ausdriickt, dass sechs Punkte
(in unserem Fall A, B, C, D, I, und J) gemeinsam auf einem Kegelschnitt
liegen.

6.6 Kreise und I und J

Die Punkte I und J werden auch als die imagindren Kreispunkte bezeich-
net. Sie stehen zu Kreisen in folgender ebenso einfachen wie verbliiffenden
Beziehungen.
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Abb. 6.9 Projektive Interpretation von Kozirkularitét.

Alle Kreise verlaufen durch I und J.
Kreise sind genau die Kegelschnitte, die durch I und J verlaufen.

Dies folgt direkt aus der eben hergeleiteten Charakterisierung fiir Kozir-
kularitét und der Tatsache, dass diese ausdriickt, dass A, B, C, D, I, und J
auf einem Kegelschnitt liegen. Wir konnen uns diesen Fakt aber auch noch
direkt an der einen Kreis definierenden quadratischen Gleichung klarmachen.
Kreise sind genau die Kegelschnitte, deren quadratische Gleichung die Form

2+ el verz+ fyz=0

hat. Nun setzen wir I und J in diese Gleichung ein. Die letzten drei Terme
fallen weg, da z = 0 ist. Die ersten beiden Terme x? +%? verschwinden wegen
i?> = —1. Die Beziehungen von I und J zu Kreisen sind mannigfaltig und

werden uns im Folgenden noch mehrmals begegnen.

Die eben benutzte Methode zur Herleitung der Charakterisierung von Ko-
zirkularitét als projektive Invariante kann auch noch auf viele andere geome-
trische Eigenschaften angewendet werden. Wir wollen uns dies noch an zwei
Beispielen verdeutlichen.

Orthogonalitit

Wann bilden zwei Punkte B und C von einem Punkt A aus gesehen einen
rechten Winkel? Mittels komplexer Zahlen kann man diese Eigenschaft aus-

driicken als (B A)
) R,
(C — A) (S

Schreiben wir nun die Differenzen als Determinanten unter Verwendung des
Punktes I, ergibt sich
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Abb. 6.10 Projektive Interpretation von senkrecht stehen.

[ABI] .
[ACT] € iR.
Dies ist dquivalent zu
ABT] __[ABJ] (ABTJACI] _ |
[ACT] ~  [ACT] o JAcTABI T

Der letzte Ausdruck ist wieder ein Doppelverhiiltnis. Anders ausgedriickt
bedeutet dies, dass die Punktepaare { B, C'} und {I,J} von A aus gesehen in
harmonischer Lage sind.

Senkrechte Geraden

Wir kénnen die letzte Uberlegung benutzen um zu charakterisieren, wann
zwei Geraden in unserer Standardeinbettung des RP? auf die z = 1 Ebene
senkrecht aufeinander stehen. Seien g und ! die beiden Geraden und [, die
Ferngerade. Wir bestimmen zunéchst die Schnittpunkte G = g A [ und
L =1 Als. Alle vier Punkte G, L, I und J liegen auf der Ferngeraden. Wir
erhalten nun

Satz 6.4. g und [ sind genau dann orthogonal, wenn (G, L;I,J) = —1.

Beweis. Sei A der Schnittpunkt von g und [. B sei in weiterer Hilfspunkt auf
g und C ein weiterer Hilfspunkt auf [. Nach den Uberlegungen im vorigem
Abschnitt stehen die Geraden senkrecht g.d.w.
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Abb. 6.11 Projektive Interpretation gleicher Entfernung.

Dies ist aber genau das Doppelverhéltnis von B,C,I,J von A aus gesehen.
Nach Lemma 4.9 gilt aber (B,C;1,J)4 = (G, L; 1, J). a

Wir werden im néchsten Kapitel sehen, dass es sich bei dieser Charak-
terisierung von Orthogonalitit um einen Spezialfall eines viel allgemeineren
Satzes handelt, der es gestattet den Winkel zwischen zwei Geraden zu be-
stimmen.

Gleiche Entfernung

Abschlielend wollen wir die Invariante fiir die Eigenschaft, dass zwei Punkte
B und C gleich weit von einem dritten Punkt A entfernt sind, herleiten. Ist
dies der Fall, so bildet die Differenz A — B zu C'— B den gleichen Winkel wie
B —C zu A — C. Es gilt dann also

A-B /B-C cR
C-B/ A-C ’
Wie vorher schreiben wir diese Formel zunéchst um als

[BAI] /[CBI]
[BCT] / [cAT]

Als projektive Invariante ergibt sich nach obigem Verfahren
[BAL|[CAI]|[BCJ)* — [BAJ|[CAJ][BCI]?* = 0. (6.1)

Auch fiir diese Charakterisierung werden wir im Folgenden sehen, dass es
moglich ist, noch viel allgemeiner eine Entfernungsmessung (und nicht nur
einen Entfernungsvergleich) durch rein projektive Operationen unter Zuhil-
fenahme von I und J durchzufiihren.
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6.7 Exkurs: Die Asthetik von Mébius-Transformationen

Wir haben in Abschnitt 6.4 Mo6bius-Transformationen als die projektiven
Transformationen in CP' kennen gelernt. Diese Transformationen hatten ins-
besondere die Eigenschaft, dass sie Kreise? wieder in Kreise iiberfiihren. Fer-
ner erhalten sie (wie man nicht allzuschwer zeigen kann) den Schnittwinkel
zweier Kreise. Insbesondere erhalten sie auch die Eigenschaft zweier Kreise
tangential zu sein. Angenommen eine Mobius-Transformation 7 bildet einen
Kreis IC auf einen Kreis 7(K) ab, der tangential an /C liegt. Dann ist automa-
tisch auch 7(7(K)) tangential an 7(K), und 7(7(7(K))) tangential an 7(7(K)),
usw.. Man erhilt also eine Kette tangentialer Kreise. Umgekehrt bilden die
Kreisketten, die aus K durch die Umkehrabbildung 7—! entstehen, ebenso
eine Kette tangentialer Kreise. Wir bezeichnen mit 7" (K) die n-fach iterierte
Anwendung von 7 auf K. Negative n stehen hierbei fiir die n-fach iterierte
Anwendung der Umkehrabbildung. Die Menge {7"(K) : n € N} stellt den
Orbit eines Kreises in der von 7 erzeugten Gruppe dar. Je nach Wahl von 7
und K stellen sich qualitativ sehr unterschiedliche Bilder ein. Abbildung 6.12
zeigt eine recht typische Situation, wenn I so gewihlt ist, dass eine Kette
von tangentialen Kreisen entsteht (fiir gegebenes 7 ist dies immer moglich,
indem man den Kreisradius des Startkreises K geeignet wihlt).

Im Prinzip kann jeder der gezeigten Kreise als Startpunkt der Iteration
angesehen werden, das Bild bleibt das gleiche. Die Mébius-Transformation
wird durch eine 2 x 2-Matrix dargestellt und hat somit i.A. zwei Fixpunkte.
Fallen diese nicht zusammen (was durchaus passieren kann), so bildet der eine
davon einen anziehenden Fizpunkt (zu ihm zieht 7 hin) und der andere einen

2 Wir betrachten wieder Geraden als Kreise mit unendlich grofem Radius.

Abb. 6.12 Der Orbit eines Kreises in einer von einer M&bius-Transformation erzeugten
Gruppe.
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abstofenden Fizpunkt (zu ihm zieht 7! hin). Legt man durch eine geeignete
Ahnlichkeitstransformation, die ja nichts an der prinzipiellen Optik des Bildes
dndert, die beiden Fixpunkte auf —1 und 1 in der C-Ebene, so verbleibt noch
ein komplexer Freiheitsgrad, der die Struktur der Mobius-Transformation
festlegt. Diese hat dann im Prinzip eine rotatorische Komponente (wie sehr
rotiere ich in jedem Schritt um die Fixpunkte) und eine Verschiebekompo-
nente (wie sehr bewege ich mich in jedem Schritt von einem Fixpunkt weg
und auf den anderen zu). Die Uberlagerung beider Bewegungen ergibt das
typischerweise spiralférmige Bild, das wir in unserer Kreiskette wahrnehmen.
Experten sprechen in diesem Fall von einem loxodromischen Transformati-
onstyp.

Durch gezielte Wahl (nach Festlegen der Fixpunkte) des noch freien kom-
plexen Parameters kann sogar erreicht werden, dass die Kreise einer Ket-
te sich noch mehrmals gegenseitig berithren. Hierbei kann, analog zur re-
guldren hexagonalen Kreispackung der Ebene, jeder Kreis bis zu sechs Nach-
barn beriithren. Die folgende Abbildung zeigt eine solche Situation. Sie ist in
gewisser Weise das “komplex projektive Aquivalent zu einer Bienenwabe”.

Kann man iiber die prinzipiellen Méglichkeiten der iterierten Anwendung
einer Mobius-Transformation schone wissenschaftliche Artikel schreiben, so
kann man iiber die iterierte Anwendung zweier Mobius-Transformationen
ganze Biicher verfassen®. Wir wollen die Thematik hier nur andeuten. Da
iterierte Transformationen zweier Mobius-Transformationen p und 7 (man
wende auf alle moglichen Arten die beiden Operationen auf ein Objekt an)
i.A. recht schnell zu uniibersichtlichen Bildern fithren konnen, beschrinkt
man sich hier oftmals auf so genannte Grenzpunktmengen. Hierzu betrachtet
man einen Startpunkt P und bildet auf alle méglichen Arten unendlich lange
Sequenzen aus p, ', 7 und 77!. Wegen der starken Fixpunkteigenshaften
gibt es viele konkrete Situationen, in denen jede solcher unendlicher Folgen
gegen einen Fixpunkt konvergiert. Diese fithren zu interessanten Bildern, die
meistens einen berauschend fraktalen Charakter haben.

Wir wollen dies an einem Beispiel nachvollziehen. Die Mobius-Transforma-
tionen sind so reichhaltig, dass sie auch alle einfachen Skalierungen um einen

3 Dies ist tatséichlich geschehen. Dem Leser sei an dieser Stelle das wunderschéne Buch
[MSW] empfohlen.
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Abb. 6.13 Metamorphosen eines Sierpinski Dreiecks.

Punkt herum enthalten. Wir starten in einer Situation, in der wir die Grenz-
punktmengen dreier einfacher Stauchungen um den Faktor 2 betrachten. Ein
bekanntes Beispiel ist das so genannte Sierpinski Dreieck (Abbildung 6.13
links). Dies entsteht folgendermafien: Wir betrachten ein gleichseitiges Drei-
eck und drei Abbildungen u, 7, 1, die das Dreieck um einen Faktor zwei
verkleinert in jeweils einer seiner Ecken abbilden. Betrachtet man alle un-
endliche Folgen der Hintereinanderausfithrung solcher Abbildungen ergeben
sich als Bilder deren Fixpunktmengen, die in Abbildung 6.13 links gezeigten
Grenzpunktmengen. Die Figur ist (bis auf die gezeigte Einfiirbung) selbstihn-
lich beziiglich jeder der drei Abbildungen — d.h. man findet drei um den Fak-
tor 2 verkleinerte Kopien des Sierpinski Dreiecks in den Ecken des Dreiecks
wieder.

Da es etwas “miihevoll” ist, alle dieser unendlichen Folgen zu berechnen
und deren Fixpunkte zu bestimmen, gibt es einen einfachen Trick, wie man
diese Bilder approximativ auch anders erzeugen kann. Man betrachtet hierzu
ein so genanntes iteriertes Funktionensystem. Man beginnt mit einem belie-
bigen Startpunkt, iteriert den mit einer Zufallsfolge der betrachteten Trans-
formationen. Dies geschieht beispielsweise durch folgenden Algorithmus.

p=0;

wiederhole 1000000 mal {

a = eine zufillig ausgewiihlte Abbildung aus {u, 7,71};
p = a(p);
male p;

}

Am Besten verwirft man hierbei die ersten 1000 Punkte, da diese noch nicht
sehr nahe an der Fixpunktmenge liegen. Die Bilder in Abbildung 6.13 sind auf
diese Weise entstanden. Wir realisieren nun die drei Transformationen jeweils
durch eine Mobius-Transformation. Diese kann man jeweils dadurch angeben,
dass man zwei Punktetripel angibt, die aufeinander abgebildet werden sollen.
In unserem Beispiel sind die Transformationen vollstéandig beschrieben durch
die Punktetripel
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Abb. 6.14 Grenzpunktmenge einer Schottky Gruppe.

(A,B,C) — (A, B, F), (A,B,C) — (D,B,F), (A,B,C) — (D,E,C).

Behilt man nun die Abbildungsvorschriften bei, verindert jedoch die Position
der Punkte, so ergeben sich (unter anderem) die weiteren in Abbildung 6.13
gezeigten Bilder als Grenzpunktmengen.

Die entstehenden Strukturen sind extrem reichhaltig und stecken fiir spe-
zielle Wahlen der Parameter voller Uberraschungen. Das 412-seitige Buch
[MSW] beschiftigt sich fast ausschlieflich mit Grenzpunktmengen zweier
Mbobius-Transformationen und ihrer Inversen, die zudem noch bestimmten
einschrankenden Forderungen unterliegen, so genannter Schottky Gruppen,
die den Parameterraum der Gebilde letztlich auf zwei komplexe Parame-
ter reduzieren. In diesem Fall bilden die Grenzpunktmengen Strukturen aus,
die zwar unendlich fein fraktal verschachtelt sind, aber sich dennoch in ei-
nem Strich komplett zeichnen lassen, also homdomorph zu einem Kreis sind.
Stellvertretend sei hier nur eine der Grenzpunktmengen aus Indras Pearls
wiedergegeben, bei der das Innere des fraktal “ausgebeulten” Kreises zur
Verdeutlichung eingefirbt wurde.



90 6 Komplexe Zahlen und Geometrie

Ubungsaufgaben

1. Weisen Sie explizit nach, dass Gleichung (6.1) auf Seite 85 tatsichlich eine projektive
Invariante ist.

2. Welcher Punkt aus CP! liegt auf allen Geraden?

3. Unten auf der linken Seite ist die Zeichnung eines geometrischen Satzes gegeben. Wenn
Sie diesen Satz so interpretieren, dass die drei Kreise zu Kegelschnitten werden, kénn-
ten Sie die andere Zeichnung erhalten. Ordnen Sie in dieser Zeichnung den eingezeich-
neten Punkten sinnvoll die Bezeichnungen der urspriinglichen Zeichnung zu. Geben
Sie ebenso den noch verbleibenden Punkten eine geometrisch sinnvolle Interpretation.

C

4. Betrachten Sie noch einmal die Zeichnung des geometrischen Satzes aus der vorherge-
henden Aufgabe. Wenn Sie dieses Satz diesmal so interpretieren, dass die drei Gera-
den zu Kreisen werden, konnten Sie die nachstehende Zeichnung erhalten. Ordnen Sie
in dieser Zeichnung den eingezeichneten Punkten sinnvoll die Bezeichnungen der ur-
spriinglichen Zeichnung zu. Geben Sie ebenso dem letzten noch verbleibenden Punkt
eine geometrisch sinnvolle Interpretation.

5. Fir j € {1,2,3} seien Aj;, B; Punkte aus CP'. Dann gibt es eine projektive Transfor-
mation 7ps derart, dass 7(A;) = Bj fiir j € {1,2,3}. Bestimmen Sie 7y fiir den Fall,

L e
e e () e )

Bestimmen Sie zusitzlich die Fixpunkte von 73, in CP!.
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Euklidische Geometrie

7.1 Zwei Welten

Wir wollen uns in diesem Kapitel nochmals genau die Rollen von I und J
im Zusammenspiel mit RP? klarmachen. Fassen wir nochmals zusammen:
Wir haben bisher zwei Betrachtungsweisen unserer normalen euklidischen
Zeichenebene R? kennen gelernt. Und zwar . ..

. als Teilausschnitt der reellen projektiven Ebene RP? in der iibli-
chen Einbettung auf z = 1. Die Zeichenebene musste um die Ferngerade
ergiinzt werden um RP? zu erhalten.

. als geometrische Interpretation der komplexen Zahlenebene C. Wird
C um einen Fernpunkt erweitert, gelangte man zu CP', der komplexen
projektiven Geraden.

Die Betrachtungen des letzten Kapitels haben gezeigt, dass es moglich
ist die Vorteile der einen Welt mit der der anderen zu verbinden. Die kom-
plexen Fernpunkte I und J dienten hierbei quasi als “Ubersetzungshilfen”.
Ziel dieses Kapitels soll es nun sein, diese Ubersetzung zu strukturieren und
zu systematisieren. Eine natiirliche Vorgehensweise wére hierbei nach einem
System zu suchen, welches beide Geometrien RP? und CP' umfasst. Ein ka-
nonischer Kandidat hierfiir ist CP? — die zweidimensionale komplexe pro jek-
tive Ebene. In ihr wiirde jeder Punkt und jede Gerade durch drei komplexe
Zahlen dargestellt. Diese Vektoren wiirden durch Aquivalenzklassenbildung®
beziiglich komplexer Vielfachen zusammengefasst. Projektive Transformatio-
nen entspriachen Multiplikationen mit einer komplexwertigen 3 x 3-Matrix.
Dieser Ansatz ist viel versprechend, bringt aber ein grofles Problem mit sich.
Die Sonderrolle, die die reelle projektive Ebene in diesem Szenario spielen soll,
tritt durch die Allgemeinheit des reell vierdimensionalen Raumes CP? nahezu
vollkommen in den Hintergrund. Insbesondere sind die erlaubten projektiven

L In diesem Kapitel werden wir wieder auf die Klammernotation fiir Aquivalenzklassen
verzichten.

J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 91
DOI 10.1007/978-3-642-02530-3_7, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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Transformationen wesentlich zu reichhaltig. Eine komplexwertige 3 x 3-Matrix
hat bis auf skalare Vielfache insgesamt 16 freie reelle Parameter. Man kann
damit RP? als Teilraum von CP? nach Belieben auf einen anderen isomorphen
Unterraum abbilden.

Um all dies zu vermeiden, werden wir hier einen anderen (einfacheren) Weg
gehen. Wir fassen zwar RP? als eine Unterstruktur von CP? auf, schrinken
aber die erlaubten Objekte und Transformationen stark ein. Zunéchst einmal
lassen wir als Transformation ausschliefllich die bisher schon betrachteten
reellwertigen 3 x 3-Matrizen zu, d.h. also die Transformationsgruppe von RP?.
Objekte, die wir fiir unsere Operationen und Berechnungen zulassen, sind die
iiblichen Objekte der reellen projektiven Ebene, zuziiglich der beiden Punkte
I und J, sowie alle Objekte, die durch unsere geometrischen Operationen
(z.B. Join oder Meet) aus diesen gebildet werden kénnen.

Etwas salopp ausgedriickt, konnte man sagen, wir rechnen so weiter wie
bisher, und lassen einfach I und J als zusétzliche Punkte zum Konstruieren
zu. Eine Subtilitit miissen wir dabei allerdings beriicksichtigen. Die Aquiva-
lenzklassen, die zur Bildung von homogenen Koordinaten betrachtet werden,
miissen nun auch komplexwertige skalare Vielfache miteinander identifizie-
ren. Weiterhin ist zu beachten, dass die konkrete Wahl der Koordinaten von
I und J sich auf die Standardeinbettung der Zeichenebene auf z = 1 bezieht.?

Ein einfaches Beispiel soll verdeutlichen, warum wir nun auch komplexe
skalare Vielfache zulassen miissen. Die Punkte I und J liegen beide auf der
Ferngeraden und spannen diese auf. Berechnen wir deren Join, so erhalten

—1 1 0 0 0
1 x[|1] = 0 = —-2¢|0] ~ |O
0 0 -2 1 1

Ein komplexer Vorfaktor ist notwendig, um dem Endergebnis (die Ferngera-
de) wieder einen reellen Koordinatenvektor zuordnen zu kénnen. Wir kénnen
hier auch einen weiteren interessanten Effekt beobachten. Verkniipfung kon-
jugiert komplexer Objekte in symmetrischer oder antisymmetrischer Weise
fithrt wieder zu reellen geometrischen Objekten. Wir werden diesem Effekt
noch ofter begegnen.

7.2 Ahnlichkeitstransformationen

Was haben wir nun durch die Hinzunahme von I und J gewonnen? Im Kapitel
6 haben wir gesehen, dass diese beiden Punkte es uns ermoglicht haben, die
Objekte von RP? in Objekte von CP' zu iibersetzen und dadurch euklidische
Eigenschaften wie Kozirkularitit abzutesten. Der tiefere Grund dafiir ist,

2 Jede andere Wahl zweier konjugiert komplexer Punkte wire genau so méglich, wiirde
aber im Allgemeinen zu einer anderen Einbettung der Zeichenebene fiihren.
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dass man I und J dazu benutzen kann, die euklidischen Transformationen
zusammen mit Skalierungen aus den projektiven Transformationen wieder
herauszufiltern.

Als wir ganz zu Anfang in Kapitel 2 begannen projektive Transforma-
tionen einzufithren, haben wir diese als Verallgemeinerung von euklidischen
Transformationen wie Drehungen und Translationen kennen gelernt. Betrach-
ten wir nur RP? ohne zusétzliche Informationen, so kann man die eukli-
dischen Transformationen nicht von anderen projektiven Transformationen
unterscheiden. Dies dndert sich, wenn wir bestimmte Elemente als Fixobjek-
te der Transformationen auszeichnen. In dem Moment, wo wir beispielsweise
wissen, welche Gerade die Rolle der Ferngeraden spielt, gelingt es die affinen
Transformationen zu charakterisieren. Es sind diejenigen projektiven Trans-
formationen, die die Ferngerade als Ganzes fest lassen. Die Ferngerade alleine
geniigt jedoch nicht um z.B. Drehungen von allgemeinen affinen Transforma-
tionen zu unterscheiden. An dieser Stelle kommen I und J ins Spiel.

Die projektiven Transformationen, die I und J als Paar festhalten, sind
bzgl. der Standardeinbettung genau die aus Drehungen, Translationen und
Skalierungen zusammengesetzten Transformationen. Die Gruppe dieser Trans-
formationen nennt man auch Ahnlichkeitstransformationen. Sie wird von Ma-
trizen der folgenden Typen erzeugt:

cos(a) sin(a) 0 10, s00 -100
—sin(a) cos(a) 0 |, 01ty|, 0s0], 010
0 0 1 001 001 001

Die letzte Matrix ist hierbei eine Spiegelung an der z-Achse. Lésst man
sie weg, so erhélt man die Gruppe der orientierungserhaltenden Ahnlichkeits-
transformationen. Matrizen dieses Typs haben die allgemeine Form

c sa
—scb
001

Analog erhilt man die orientierungsumkehrenden Ahnlichkeitstransformatio-

nen als
c s a

s—cb
001

In beiden Fillen muss man c?+s2 # 0 voraussetzen, so dass die Determinante
nicht verschwindet.

Satz 7.1. In der Standardeinbettung sind die orientierungserhaltenden Ahn-
lichkeitstransformationen genau diejenigen, die I und J invariant lassen. Ori-
entierungsumkehrende Ahnlichkeitstransformationen sind die Matrizen, die I
und J vertauschen.
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Beweis. Wendet man eine orientierungserhaltende Ahnlichkeitstransformati-
on 7g auf I an, erhilt man

c sa —1 —ic+ s —1
S-I=|—-scb|- |1 ]|=|is+c |=(c+is)| 1 | =(c+is)I.
001 0 0 0

Die Zahl ¢ + is ist ungleich Null, da ¢* 4+ s* # 0. Analog erhlt man S - J =
(c+1is)J. Fiir eine orientierungsumkehrende Ahnlichkeitstransformationen 75
erhilt man analog

c s a —1 —ic+s 1
RI=[s——cb]-[1]|=|-is—c|=(—c—is)|1] =(-c—1is)d
001 0 0 0

und R-J = (—c—is)I.

Nun nehmen wir umgekehrt an, dass M die Matrix einer projektiven
Transformation in RP? ist, die I invariant lisst. Insbesondere hat M nur
reelle Eintrdge. Wir haben also M - I = AI. Wir werden aus dieser Bedin-
gung nun sukzessive die Bedingungen ermitteln, die die Koeffizienten von M
erfiillen miissen. Zuerst betrachten wir die letzte Zeile von M.

eeoeo —1 —1
eee | - | 1 =)l 1
Tye 0 0

Wir erhalten —ix + y = 0. Da die Koeffizienten der Matrix alle reell sein
miissen, impliziert dies x = y = 0. Da die Determinante von M nicht ver-
schwindet, kann der letzte Eintrag der letzten Zeile von M nicht verschwin-
den. Nach Skalieren der Matrix kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass dieser 1
ist. Wir betrachten nun den oberen linken 2 x 2-Block der Matrix. Es ergibt
sich

uUve —1 —1
wzxzel|l- |1 =\l 1
001 0 0

Also ergibt sich —ui + v = —iA und —wi + x = A. Zieht man das i-fache
der ersten Gleichung von der zweiten ab, erhdlt man —u — iv — wi + x = 0.
Da wiederum alle Matrixeintrége reell sein sollen, gilt © = x und v = —w.
Die verbleibenden beiden Matrixeintrige konnen beliebig gewéhlt werden, da
diese mit 0 multipliziert werden. Insgesamt hat die Matrix also die Form

c sa
—scb
001
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Sie beschreibt eine orientierungserhaltende Ahnlichkeit. Eine analoge Argu-
mentation zeigt, dass, wenn 7y die Punkte I und J vertauscht, als einzige
Moglichkeit eine orientierungsumkehrende Ahnlichkeit in Frage kommt. O

Wir kénnen nun den Spiefl umdrehen und I und J zur Charakterisie-
rung von Ahnlichkeitstransformationen heranziehen. Diese sind einfach die
Transformationen, die I und J als Paar invariant lassen. Es ist eine bekannte
Tatsache, dass Kreise unter Ahnlichkeitstransformationen wieder in Kreise
iibergefiihrt werden. Wir kénnen dies nun rein begrifflich folgendermaflen be-
griinden:

Ein Kreis IC ist ein Kegelschnitt durch I und J. Wird dieser mit einer
Ahnlichkeitstransformation Ty abgebildet, so bleiben I und J als Paar
unverdndert (gemdf unserer eben gemachten Definition von Ahnlichkeit-
stransformation). Da T aber eine projektive Transformation ist, erhilt
sie die Inzidenz zwischen K und den darauf liegenden Punkten. Also geht
der abgebildete Kegelschnitt wiederum durch I und J und ist somit ein
Kreis.

7.3 Winkel

Wie kann man nun I und J zur konkreten Bestimmung von Winkeln und
Entfernungen heranziehen? Im Gegensatz zu unseren vorhergehenden geo-
metrischen Tests miissen wir hierzu konkrete Zahlen aus den Positionen der
Punkte und Geraden extrahieren. In unserer Philosophie heifit das, sie un-
ter Zuhilfenahme von I und J irgendwie auf projektiv invariante Funktionen
zuriickzufiihren.

Wir betrachten hier zunéchst den Fall der Winkelbestimmung zwischen
zwel Geraden. Angenommen die Geraden haben homogene Koordinaten

1 my
=11 und m= | mo
lg ms

Die “verkiirzten” Vektoren (I1,l2)T und (m,m2)T sind genau die (ebenen)
Normalenvektoren auf den beiden Geraden und bilden daher den gleichen
Winkel zueinander wie die urspriinglichen Geraden. Fassen wir diese als
Punkte Z; = I + ils = me?® und Z,, = mqi + imy = e der kom-
plexen Ebene auf, so kann man aus diesen Zahlen den Winkel zwischen [ und
m berechnen. Wir miissen lediglich den Winkel 8; —6,,, aus den beiden Zahlen
Zyund Z,, extrahieren. Dies geschieht folgendermafen: Der Quotient Z;/Z,,
ist gerade

2L _ T i0-0m)

Zm Tm



96 7 Euklidische Geometrie

Diese Zahl enthélt bereits die gesuchte Winkeldifferenz. Wir miissen nun
noch den Betrag r;/r,, “wegdiskutieren”. Dazu verwenden wir das konjugiert
Komplexe von Z; und Z,, via

ﬁ ﬁ o Q E .ei(201*29m)
Zm/| Zm, Tm/ Tm

— oi(200-20)

Durch Ziehen des Logarithmus erhalten wir

1 Z | Z

Das Besondere an der letzten Formel ist, dass sie sich auch allein aus
projektiven Operationen auf homogenen Koordinaten durch Determinanten
darstellen lisst. Dies geschieht wieder unter Zuhilfenahme von I und J. Be-
trachten wir die Determinante gebildet aus [, I und /o

Iy =10
det| 1o 1 0| =11 +1ily=Z.
I3 01

Diese Determinante ergibt genau die bendtigte komplexe Zahl Z;. Analog be-
rechnen wir Z,,,, Z,, und Z;. Wir kiirzen 3 x 3-Determinanten der homogenen
Koordinaten dreier Punkte oder Geraden A, B und C wieder mit [4, B, C]
ab und erhalten als Formel fiir den gesuchten Winkel

1, (1T, ][, 3, 1]
! 2" ([m, T, o) [l, 3, o]

Der Ausdruck in der Klammer jedoch ist das Doppelverhiltnis (I,m;I,3J);. .
Natiirlich hingt die Berechnung des Winkels ausschliellich von der Situation
auf der Geraden im Unendlichen ab, da fiir Winkel nur die Richtung, nicht
aber die exakte Lage der Geraden relevant ist. Die Richtung einer Geraden ist
aber bereits komplett durch deren Schnitt mit der Geraden im Unendlichen
festgelegt. Denn es gilt

lo ma
I Xl =| -l und m Xlee = | —my
0 0

Dies sind aber genau die ebenen Richtungsvektoren der beiden Geraden, die
ebenso den Winkel 6; — 6,,, einschlieflen.

Ersetzen wir wieder [ und m durch deren Schnitte L und M mit der
Ferngeraden, so erhalten wir

0 — Oy = %ln((L,M; 1,7)).
1
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Oder in Prosa:

Der eingeschlossene Winkel ergibt sich als geeignet skalierter
Logarithmus des Doppelverhdltnisses.

Diese Formel wurde erstmalig im Jahre 1853 von Edmond Laguerre (1834-
1886) im Alter von 19 Jahren entdeckt. Felix Klein schreibt dariiber in seinen
1928 erschienenen “Vorlesungen iiber nicht-euklidische Geometrie”:

“Dieses schone Resultat [...] blieb aber lange unbeachtet, vermutlich, weil sich die
Geometer an den Gedanken gewohnt hatten, dass Metrik und projektive Geometrie

in keiner Beziehung zueinander stinden.”

Laguerres Formel und die Punkte I und J sind der Schliissel zur Einbeziehung
von Metriken (euklidisch und nicht-euklidisch) in die projektive Geometrie.

Wir wollen hier kurz einige kleine Beobachtungen machen, die aus dieser
Formel fiir den Winkel folgen und typische Eigenschaften der Winkelmessung
widerspiegeln:

e Die erhaltene Formel ist mehrdeutig modulo 7, da der Logarithmus mehr-
deutig modulo 2i7 ist. Dies spiegelt genau die Situation der Winkelmes-
sung zwischen unorientierten Geraden wieder.

e Vertauschen der Geraden kehrt den Winkel um. Dies folgt aus der Iden-
titdt (A, B; X,Y) =1/(B,A; X,Y) und der Eigenschaft, dass der Loga-
rithmus Kehrwerte in Vorzeichenwechsel iiberfiihrt.

e Winkel sind additiv modulo 7. Dies folgt aus der multiplikativen Eigen-
schaft (4, B; X,Y) - (B,C;X,Y) = (A,C; X,Y) und der Tatsache, dass
der Logarithmus Produkte in Summen iiberfiihrt.

e Senkrecht stehen fithrt zu der harmonischen Lage (L, M;I,J) = —1. Dies
folgt aus In(—1) = ix.

Gleichheit von Winkeln

Wir kénnen, ohne den Winkel direkt ausrechnen zu miissen, auch direkt die
Gleichheit zweier eingeschlossener Winkel durch einen geeigneten Determi-
nantenausdruck priifen. Seinen [ und m ein Geradenpaar und r und s ein
weiteres. L, M, R, S die zugehorigen Schnittpunkte mit der Ferngeraden. Um
zu zeigen, dass die beiden Geradenpaare den gleichen Winkel einschlieflen,
miissen wir lediglich die Gleichheit der beiden folgenden Doppelverhéltnisse
sicherstellen.
(L,M;1,3)=(R,S;1,J).

Ein gegebenes Doppelverhéltnis legt die Position der vier beteiligten Punk-
te bis auf projektive Aquivalenz fest. Daher ist die letzte Formel auch dqui-
valent zu
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(I, M;1,L)=(3,5;1I,R)

oder in Determinantenschreibweise nach Einfithrung von Koordinaten auf der

Ferngeraden
[J,I][M,L] [J,1][S,R]

31T [OLRIS. T
Nach Herauskiirzen der Determinante [J, I] und Multiplikation mit den
Nennern erhalten wir folgenden projektiv invarianten Test:

[M, L][3, R][S,I] — [M,I][J,L][S,R] =0.

Sechs Punkte auf einer projektiven Geraden, die diese Bedingung erfiillen,
werden ein Quadrilateral Set genannt. Quadrilateral Sets spielen in der pro-
jektiven Geometrie eine vergleichbar wichtige Rolle wie harmonische Punk-
tequadrupel.

7.4 Lingen

Unter Zuhilfenahme von I und J ist es auch moglich, die Entfernung | X, Y|
zweier Punkte X und Y in euklidischer Geometrie auszudriicken. Diese For-
mel ist ein wenig “trickreich” und wir wollen sie hier zur Referenz ohne forma-
len Beweis angeben. Zunéchst einmal kann man nicht hoffen, eine euklidische
Lénge alleine unter Zuhilfenahme von X, Y, I und J in einer projektiv in-
varianten Formel auszudriicken. Dies kann nicht gehen, da ja I und J nur
Ahnlichkeitstransformationen und nicht gréSenerhaltende euklidische Trans-
formationen charakterisieren. Bestenfalls konnen wir auf eine Formel hoffen,
die den Abstand von X zu Y im Verhéltnis zu einer vorher festgelegten Ein-
heitsléinge von A nach B bestimmt. Wir werden also nach einer Formel fiir
l‘fg; suchen.

Das bedeutet, wir suchen einen projektiv invarianten Ausdruck in den
Punkten A, B, X,Y,I,J, der fiir die konkrete Position von I und J das obige
Lingenverhiltnis ergibt. Ublicherweise bestimmt man Entfernungen zweier
Punkte X = (z1,22)7 und Y = (y1,92)7 im R? iiber den Satz von Pythago-
ras.

X, Y= V(z1 —y1)2 + (22 — y2)2.

Zunéchst iibersetzen wir diesen Ausdruck bzgl. der Standardeinbettung in
eine Determinantenformel, die wir dann auf geeignete Weise zu einer pro-
jektiven Invarianten erweitern werden. Wir setzen X = (x1,72,1)7 und
Y = (y1,%2,1)T und betrachten den Ausdruck /[Y, X, I|[Y, X, J]. Ausmulti-
plizieren ergibt
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1331—2 1.561i
yax2 1 ||y2 221
110 1 10

= V(@1 —m) +i(w2 — y2)) - (w1 — y1) — (22 — y2))
:\/ﬂfl—yl 582—112)
=|X,Y].

Dies ist genau die gesuchte Entfernung. Leider ist der Ausdruck
Y, X, T)[Y, X, J]

nicht im Geringsten eine projektive Invariante. Im Gegensatz zur folgenden

Formel v, X, 1][Y, X, J][A,1,J][B,1,7] X.VI/|AB
BANB AN Ly, V4Bl

Dieser Ausdruck ist eine projektive Invariante, da jeder Buchstabe iiber dem
Bruchstrich in gleicher Potenz wie unter dem Bruchstrich auftaucht. Im Fal-
le der Standardeinbettung erhalten wir genau das gewiinschte Entfernungs-
verhéltnis

1X,Y] _2i _2i

———
Y, X, I][Y, X,J][A, 1,J][B, I, 7]

VI[B,AIB,AJ X, 1,]][Y,1,7J]
N — N——

|A,B| —2i ~2i

=|X,Y|/|4, B|.

Wir erhalten

Satz 7.2. Die euklidische Entfernung zweier Punkte X und Y kann man

durch
Y, X, I][Y, X, J][A, I, J][B, I, J]

[B, A,I][B, A, J][X,1,J][Y,1,]]

(7.1)

berechnen, wenn |A, B| = 1 als Referenzlinge vorgegeben wird.

Hier ist es instruktiv sich klarzumachen, warum wir an dieser Stelle eine
projektive Invariante konstruiert haben. Die Formel ist so angelegt, dass sie
bzgl. der Standardeinbettung genau das gesuchte Léngenverhéltnis ergibt.
Sie war aber so gew#hlt, dass sie insbesondere nach Multiplikation eines der
beteiligten Punkte mit einem Skalar invariant bleibt. Daher kénnen wir pro-
blemlos die iibliche homogene Darstellung der Punkte verwenden.
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7.5 Einige geometrische Sitze

Wie wollen an dieser Stelle auf ein paar geometrische Satze aufmerksam
machen, die sich mit unseren Begriffsbildungen sehr elegant zeigen lassen.
Zuniichst ein Satz iiber Entfernungen, der sich am besten iiber CP' beweisen
l&sst.

Der Satz von Ptolemy

Wir bezeichnen mit |A, B| die euklidische Entfernung von A nach B. Stellt
man die Zahl A — B in Polarkoordinaten r4p - €45 dar, so ist |4, B| gerade
die absolute Grosse von r4p5. Es gilt der folgende auf den ersten Blick etwas
verbliiffende Satz.

Satz 7.3. Sind A, B, C und D vier Punkte der Ebene, so gilt
|4, B||C, D| + |A, D||B,C| = |A, C||B, D|.

Gleichheit gilt genau dann, wenn die Punkte in der Reihenfolge A, B, C, D
auf einem Kreis oder einer Geraden liegen.

Beweis. Fiir beliebige vier Punkte A, B, C' und D in CP! gilt die Grassmann-
Pliicker-Relation

[4, B[C, D] + [A, D|[B, C] = [A, C|[B, D].
Wir setzen
[AvB][OvD]:O‘v [AvD][BvO]zﬁv [A,O][B,D]:’y

und
0

~

a:ra.619a7 ﬂ:?”ﬁ'@wﬁ, ’yzm-el

Die zu beweisende Formel driickt nun nichts anderes aus als
To+78 2Ty

Dies ist aber nichts anderes als die bekannte Dreiecksungleichung fiir die
Vektoren «, 8 und v, fiir die ja nach der Grassmann-Pliicker-Relation a+3 =

v gilt.

Gleichheit gilt genau dann, wenn die drei Vektoren in die gleiche Rich-
tung (inklusive Orientierung) zeigen. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
Quotienten o/ und 3/~ reell und positiv sind. Diese Quotienten

o [ABlC,D] 8 [A,D|B,C]

S AcmDn "™ 5T AcB D
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A

Abb. 7.1 Die Sitze von Ptolemy und Pythagoras.

sind genau die Doppelverhiltnisse, deren Reell-Sein ausdriickt, dass A, B, C'
und D auf einem Kreis oder einer Geraden liegen. Die Positivitéit sorgt fiir
die richtige Reihenfolge der Punkte. ad

Dieser letzte Satz ist in zweierlei Hinsicht bemerkenswert. Zum einen ist
bemerkenswert, dass in ihm die fiir die projektive Geometrie fundamenta-
le Struktur der Grassmann-Pliicker-Relationen quasi als “Schatten” in ei-
nem rein elementargeometrischen Zusammenhang auftaucht. Die Struktur
der Gleichung

ist identisch mit der einer dreisummandigen Grassmann-Pliicker-Relation, bis
auf die Tatsache, dass statt Determinanten Entfernungen auftreten.

Die zweite bemerkenswerte Tatsache ist ein iiberraschender Spezialfall die-
ses Satzes. Nehmen wir hierzu an, die vier Punkte A, B, C und D sind die
Eckpunkte eines Rechtecks. Nach dem Satz von Thales liegen die vier Punkte
dann auf einem Kreis. Die beiden Faktoren in jedem Term sind wegen der
Symmetrie des Rechtecks identisch. Bezeichnen wir die Léngen der Rechteck-
seiten mit @ und b und die Diagonale mit ¢. So erhalten wir als Spezialfall
des obigen Satzes den bekannten Satz von Pythagoras

a® +b% =%

Dieser Satz ist in seiner Struktur also gleichwohl der “Schatten” einer
Grassmann-Pliicker-Relation.
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Abb. 7.2 Der Satz von Miguel.

Der Satz von Miguel

Der folgende Satz steht ebenso in engem Zusammenhang mit unserer kom-
plexen Charakterisierung der Kozirkularitat.

Satz 7.4. Fs seien A, ..., H acht unterschiedliche Punkte der Ebene. Liegen
die Punktequadrupel

(ABCD), (ABEF), (BCFG), (CDGH), (ADEH)

jeweils auf einem Kreis, so liegen auch die vier Punkte (EFGH) auf einem
Kreis.

Beweis. Die Kozirkularitéiten in der Hypothese dieses Satzes lassen sich als
das Reell-Sein der folgenden Doppelverhiltnisse ausdriicken:

(A, BJ[C, D] [A, E|[F,B] [C,BJ[F,G] [C,G|[H,D] [A D|H,E]

[A, DJ[C, B]" [A, B|IF, E]" [C,G][F,B]" [C,D]|[H,G]" [A, E][H,D]

Sind alle diese Quotienten aber reell, so ist deren Produkt auch reell. Dieses
Produkt gekiirzt wird dann aber genau zu

[F, G|[H, E]

[F, E|[H,G]’

was die Konklusion des Satzes beweist. Das Kiirzen ist moglich, da wegen
der Verschiedenheit der Punkte keine der Determinanten verschwindet. 0O
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Abb. 7.3 Konstruktion eines Spiegelpunktes.

7.6 Einige geometrische Konstruktionen

Abschlielend wollen wir uns noch einige geometrische Konstruktionen anse-
hen, die unter Zuhilfenahme von I und J iiberraschend einfach werden.

Spiegelung

Wir beginnen mit einer Konstruktion (und Charakterisierung) des Spiegelbil-
des eines Punktes P beziiglich einer Geraden [. Die folgende Konstruktion in
sieben einfachen Schritten leistet das Gewiinschte und konstruiert das Spie-
gelbild P’ von P.

1: lpr=PVI;
2: lpy=PVJ;
3 A=lIlp1 NI
4: B=1Ips Nl
5: lpg=AVJ;
6: lpp1=BVI,
7 P'=lp 1 Nlprs;

Abbildung 7.3 (links) verdeutlicht die Situation. Wie immer wurden die
Punkte I und J zur Verdeutlichung auf endliche reelle Positionen geschoben.
Andernfalls wiirde man bei dieser Konstruktion ndmlich nicht viel “sehen”.
Légen ndmlich I und J an ihren wahren Positionen wéren alle Zwischener-
gebnisse komplex.
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Abb. 7.4 Konstruktion des Mittelpunktes eines Kreises.

Man kann die Korrektheit der Konstruktion zeigen, indem man die zwei
charakteristischen Eigenschaften einer Spieglung nachweist. Die Gerade g =
P Vv P’ steht senkrecht auf ! und deren Schnittpunkt M mit [ liegt genau
in der Mitte zwischen P und P’. Um die erste Eigenschaft nachzuweisen,
benutzen wir die Charakterisierung von Orthogonalitéit aus Satz 6.4. Sei [
die Ferngerade und seien L = [ Al und G = g Al die Fernpunkte von [
und g. Wie miissen zeigen, dass (L, G;I,J) = —1 gilt, also eine harmonische
Lage vorliegt. Dies kann man direkt aus Abbildung 7.3 (rechts) ablesen, bei
der die zusétzlichen Hilfspunkte und Hilfsgeraden eingezeichnet wurden. Es
liegt genau die in Satz 4.12 hergeleitete Konfiguration vor, die harmonische
Punkte garantiert.

Es bleibt zu zeigen, dass M in der Mitte von P und P’ liegt. Auch dies
kann {iber eine harmonische Bedingung gezeigt werden. Hierzu betrachten
wir die vier Punkte auf der Geraden g. Auch diese liegen harmonisch. Da G
ein Fernpunkt ist, liegen P, M, P’ dquidistant (vgl Abb. 4.6).

Kreismittelpunkt

Eine weitere iiberraschende Konstruktion ergibt sich bei der Bestimmung
des Mittelpunktes eines Kreises. Hierzu sei nur ein Kreis K gegeben. Ge-
sucht sei der Mittelpunkt des Kreises. Die folgende Konstruktion leistet das
Gewlinschte.

Da K ein Kreis ist, liegen I und J auf K. Wir kénnen durch I und J also
Tangenten an I anlegen. Der Schnitt dieser beiden Tangenten ist genau der
gesuchte Mittelpunkt.
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Diese iiberraschend einfache Konstruktion hat auch eine genauso iiber-
raschend einfache algebraische Entsprechung. Sei @ die Matrix der zu K
gehorenden quadratischen Form. Die Tangenten ergeben sich zu @ - I und
Q@ - J. Deren Schnitt ist einfach

M =(Q-1) x(Q-J).

Einfaches Nachrechnen zeigt, dass My genau die gewiinschte Lage hat.
Hierzu sei der Kreis gegeben mit Mittelpunktskoordinaten (mmmy)T. Die
Kreisgleichung ergibt sich zu

(x —mg)? + (z — my)2 =72
Die entsprechende Matrix der quadratischen Form ergibt sich zu

1 0 —my
Q= 0 1 —my

—My —My

fiir geeignet gewihltes ae. Ausmultiplizieren ergibt nun

1 0 —mg —1i 1 0 —mg i
0 1 —my 1| x 0 1 —my 1
—Mg —My « 0 —Mg —My 0
—1i A
1 X 1
Mg — My —iMg — My
—2imy
—2imy
—23
My
—2i| my |,
1

was die Korrektheit unserer Konstruktion beweist.

Abbildung 7.4 illustriert den Zusammenhang. Das linke Bild zeigt die Si-
tuation, bei der I und J an ihren korrekten komplexen Positionen sitzen.
Zugegebenermaflen sieht man auf diesem Bild nicht viel, da wieder alle not-
wendigen Schritte der Hilfskonstruktion rein komplex sind. Im Bild auf der
rechten Seite wurden zur Illustration der Konstruktion die Punkte I und J auf
reelle Positionen gesetzt. Dann ist natiirlich der konstruierte “Mittelpunkt”
nicht dort, wo er sein sollte.

(QT) x (QJ)
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Abb. 7.5 Konstruktion der Brennpunkte eines Kegelschnittes.

Brennpunkte

Die letzte Konstruktion hat eine hiibsche Verallgemeinerung. Betrachtet man
einen allgemeinen (reellen) Kegelschnitt C, der kein Kreis ist, so liegen die
Punkte I und J nicht auf ihm. Sowohl von I aus als auch von J aus gibt es
rechnerisch zwei (komplexe) Tangenten an C. Diese vier Geraden haben aufier
I und J noch vier weitere Schnittpunkte. Hierbei handelt es sich genau um
die Brennpunkte des Kegelschnittes. Abbildung 7.5 zur Linken zeigt wieder
die Situation fiir I und J auf reellen Positionen (die Brennpunkte liegen dann
natiirlich nicht auf den korrekten Positionen).

Die eben gemachte Behauptung mag auf den ersten Blick verwirren, da
ein Kegelschnitt bekanntlich zwet und nicht vier Brennpunkte hat. Dieser
scheinbare Widerspruch 16st sich folgendermafien auf: In jeder konkreten Si-
tuation (bei der I und J an ihren korrekten Positionen sitzen) ist ein Paar von
Brennpunkten komplex und ein anderes Paar nimmt zwei reelle Positionen
an. Die reellen Brennpunkte sind die iiblichen, die aus der Elementargeome-
trie bekannt sind. Die komplexen erfiillen zwar immer noch algebraisch die
Bedingung fiir einen Brennpunkt, sind aber reell nicht sichtbar.

Die obige Konstruktion ist insofern {iberraschend, als dass es elementar-
geometrisch relativ schwierig ist aus der reinen geometrischen Lage eines Ke-
gelschnittes dessen Brennpunkte zu konstruieren. Wohingegen die komplexe
Konstruktion an Einfachheit kaum zu iiberbieten ist.
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Abb. 7.6 Pseudo-Euklidische Grundbegriffe.

7.7 Exkurs: Pseudo-Euklidische Geometrie

Wir haben gesehen, dass man die euklidische Geometrie aus der projektiven
Geometrie aufbauen kann, indem man die Punkte I und J als ausgezeichnete
Punkte hinzunimmt — Kreise sind Kegelschnitte durch I und J, zwei Geraden
stehen senkrecht aufeinander, wenn deren Schnitte mit der Ferngeraden zu
I und J in harmonischer Lage stehen, u.s.w.. Vom projektiven Standpunkt
aus spielen I und J eigentlich keine Sonderrolle. Es sind zwei Punkte, die die
euklidische Ferngerade aufspannen. Die Eigenschaft, dass diese komplex sind,
tragt entscheidend zum qualitativen Verhalten der euklidischen Geometrie
bei.

Wir wollen in diesem Exkurs studieren, was passiert, wenn wir eine Geome-
trie definieren, die einen analogen Aufbau zur euklidischen Geometrie hat, nur
dass wir die beiden definierenden Punkte I und J auf reelle Punkte der Fern-
geraden legen. Im Prinzip gibt es dazu viele Moglichkeiten, letztlich fithren
diese aber alle zu isomorphen Strukturen, so dass wir ohne Bedenken ei-
ne spezielle Wahl treffen kénnen. Wir setzen bis zum Ende dieses Kapitels
I=(1,1,0)" und J = (1,—1,0)7. Dies sind die beiden Punkte auf der Fernge-
raden, die in Richtung der beiden 45°-Achsen des Koordinatensystems liegen.
Man nennt die Richtungen dieser beiden Geraden auch die isotrope Richtun-
gen und die so entstehende Geometrie die pseudo-euklidische Geometrie. Iso-
trope Richtungen spielen in ihr eine herausragende Rolle. Im Folgenden sollen
Gemeinsamkeiten und Unterschiede von dieser und der iiblichen euklidischen
Geometrie herausgearbeitet werden. Zunichst sei aber bemerkt, dass sich
natiirlich alle algebraischen Operationen in beiden Geometrien absolut iden-
tisch durchfiihren lassen. Insbesondere, wenn ein typischer Schnittpunktssatz
in der euklidischen Geometrie gilt (z.B. die Hohen eines Dreiecks schneiden
sich in einem Punkt), muss er eine Entsprechung in der pseudo-euklidischen
Geometrie haben (es kommt im Beispiel des Hohenschnittpunktsatzes nur
auf die richtge Interpretation des Begriffes “Hohen” an).

Was sich allerdings durchaus #&ndern kann, ist die Frage, ob bestimmte
Kontruktionselemente reell oder komplex sind. Konstruktionen, die in eukli-
discher Geometrie einfach reell durchfithrbar sind, miissen nicht notwendi-
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Abb. 7.7 Satz von Thales in euklidischer und pseudo-euklidischer Geometrie.

gerweise auch in pseudo-euklidischer Geometrie reell durchfithrbar sein. Wir
wollen nun Schritt fiir Schritt Analogien ziehen.

Kreise. Kreise sind Kegelschnitte durch T und J. Wenn wir diese Definition
hernehmen, bekommen wir sofort eine Vorstellung wie ein Kreis in pseudo-
euklidischer Geometrie aussieht. Es ist ein Kegelschnitt, der durch die zwei
speziellen reellen Punkte I und J auf der Ferngeraden geht. Insbesondere
bedeutet dies, dass ein solcher Kreis die Form einer Hyperbel hat, da er
die Ferngerade zweimal schneidet. Die Stellen, an denen er schneidet und
somit auch die Richtung der Asymptoten der Hyperbel liegen damit fest. Die
Asymptoten der Hyperbel sind zwei isotrope Geraden, die einen 45°-Winkel
zu der z- und y-Achsen bilden.

Kreismittelpunkt. In Abschnitt 7.6 haben wir gesehen, dass der Kreismit-
telpunkt genau der Schnittpunkt der an I und J angelegten Kreistangenten
ist. Dies konnen wir im Fall der pseudo-euklidischen Geometrie als Definiti-
on heran ziehen. Die Tangenten an I und J sind aber nichts anders als die
Asymptoten der Hyperbel. Der Schnitt dieser beiden Geraden ist genau das
Symmetriezentrum der Hyperbel. Abbildung 7.6 (links) zeigt einen pseudo-
euklidischen Kreis, zusammen mit der Konstruktion seines Mittelpunktes.

Orthogonalitit. Zwei Geraden g und & stehen senkrecht, wenn deren Fern-
punkte G = g X loo und H = h X l5, mit I und J ein harmonisches Punk-
tequadrupel bilden, also (G,L;I,J) = —1 gilt. Geometrisch bedeutet dies
Folgendes: Zunéchst zeichnen wir vom Schnittpunkt der Geraden g und h
zwei Verbindungen ¢ und j zu I und J. Dies sind genau wieder isotrope Gera-
den im 45°-Winkel zu den Koordinatenachsen. Sind nun g und A senkrecht,
so liegen diese spiegelsymmetrisch (im iiblichen euklidischen Sinne) zu jeder
der Geraden ¢ und j (vgl. Abbildung 7.6, mitte). Wir werden im Folgenden
Orthogonalitéit zweier Geraden immer durch Einzeichnen kleiner Referenz-
linien im 45°-Winkel zu den Koordinatenachsen andeuten, so dass man die
symmetrische Lage optisch abschétzen kann.

Ein einfacher Satz. Wir wollen uns einen einfachen Satz anschauen, der
sowohl Kreise als auch Mittelpunkte, als auch Orthogonalitidt in Beziehung
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Abb. 7.8 Ein Satz in euklidischer und pseudo-euklidischer Geometrie.

setzt. Es sei S ein beliebiger Punkt auf dem Rand eines Kreises. Verbindet
man einerseits S mit dem Kreismittelpunkt und zeichnet andererseits die
Kreistangente an S, so stehen diese beiden Geraden senkrecht aufeinander.
Ein entsprechender Satz gilt selbstversténdlich auch in pseudo-euklidischer
Geometrie. Abbildung 7.6, (rechts) zeigt eine Beispielinstanz.

Satz von Thales. Geringfiigig komplexer ist der Satz von Thales. Hierzu
sei ein Diameter durch einen Kreis gegeben, d.h. eine Gerade durch den Mit-
telpunkt. Verbindet man die beiden Schnitte des Diameters mit irgendeinem
Punkt des Kreises, so ergibt sich ein rechter Winkel. Abbildung 7.7 zeigt
die euklidische Version (links) und die pseudo-euklidische Version (rechts)
des Satzes. Die Struktur eines algebraischen Beweises bleibt in beiden Féllen
unverdndert.

Ein weiterer Satz. Hier ein Beispiel eines Satzes, der mehrere Kreise in-
volviert (vgl. Abbildung 7.8). Verbindet man fiir jedes Paar von drei Kreisen
jeweils die beiden Kreisschnittpunkte, so schneiden sich die drei entstehenden
Geraden in einem Punkt.

Wir wollen nun ein wenig auf die Unterschiede von euklidischer zu pseudo-
euklidischer Geometrie eingehen. Betrachten wir zunéchst Abstinde. Ein
Kreis ist die Menge all der Punkte, die vom Kreismittelpunkt M den glei-
chen Abstand haben. Wahrend es in der euklidischen Geometrie nur einen
Punkt gibt, der zu M den Abstand Null hat, ndmlich M selbst, ist dies in
pseudo-euklidischer Geometrie nicht mehr der Fall. Der Kreis mit Radius 0
um M ist entartet und besteht aus einem isotropen Geradenpaar durch M.
Alle Punkte auf diesem Geradenpaar haben zu M den Abstand Null. Eine
sinnvolle Formel von Abstinden zwischen zwei Punkten (x1,v1)%, (z2,92)7
ergibt sich in pseudo-euklidischer Geometrie als

V(@1 —32)2 = (y1 — y2)%.
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Lichtgeschwindigkeit

ganz schnelles Objekt

Schnelles Objekt

langsames Objekt

Abb. 7.9 Winkel in pseudo-euklidischer Geometrie und spezielle Relativitdtstheorie.

Das Vorzeichen unter der Wurzel ist hierbei Konventionssache?. Diese Defi-
nition hat zur Folge, dass von M = (x1,y2)T aus gesehen, die Abstinde zu
den links und rechts liegenden Quadranten, die von den isotropen Geraden
durch M ausgeschnitten werden, reell sind, wihrend nach oben und unten
die Abstidnde komplex sind. Man kann dadurch zeigen, dass es in pseudo-
euklidischer Geometrie weder gleichseitige Dreiecke, noch Quadrate gibt*.

Interessant ist die Situation auch bei Winkeln. Abbildung 7.9 (links) zeigt
eine Schar von Geraden (blau) durch einen Punkt. Je zwei aufeinander fol-
gende Geraden schlieflen den gleichen pseudo-euklidischen Winkel ein. Man
erkennt, dass man in solch einer Folge von Geraden sich iterativ immer mehr
an den Winkel der isotropen Geraden annéhert, diesen aber nie erreicht. Der
Winkel der isotropen Geraden zu einer nicht-isotropen ist immer unendlich.
Dies steht im krassen Kontrast zur euklidischen Geometrie, in der man bei
fortgesetzten Abtragen eines Winkels irgendwann einmal die Ausgangssitua-
tion wieder iiberstreicht.

Eine wichtige Anwendung pseudo-euklidischer Geometrie findet sich in der
speziellen Relativitidtstheorie. Betrachtet man die x-Achse als Zeit- und die
y-Achse als Positionsangabe, so beschreibt eine Gerade in diesem Koordina-
tensystem eine gleichformige Bewegung (Abbildung 7.9 rechts). Man normiert
das Ganze so, dass die isotropen Geraden genau Lichtgeschwindigkeit haben.
Eine Gerade, die flacher als eine isotrope ist, entspricht somit einem Objekt,
das sich langsamer als Lichtgeschwindigkeit bewegt. Die Relativgeschwindig-
keit zweier gleichférmig bewegter Objekte ergibt sich aus dem Arkustangens
des Schnittwinkels. Hierdurch sieht man auch die (der alltéglichen Erfah-
rung scheinbar widersprechende) Tatsache, dass fortgesetzte Addition von
Geschwindigkeiten nicht zu unendlich schnellen Objekten, sondern lediglich
zu Grenzgeschwindigkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit fiihrt.

3 In machen Zusammenhingen ist es auch sinnvoll nur den Betrag dieses Abstandes zu
betrachten, wir wollen dies hier aber nicht tun.

4 Betrachtet man nur Absolutbetrige der Abstinde, ist dies sehr wohl mdglich.
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Ubungsaufgaben

1. Weisen Sie explizit nach, dass der Ausdruck (7.1) auf Seite 99 tatsiichlich eine projek-
tive Invariante ist.

2. Zeigen Sie die folgenden Sdtze unter Verwendung von projektiven Hilfsmitteln.

a)

b)

)

d)

Gegeben sei ein konvexes Viereck in der euklidischen Ebene, bei dem drei der
vier Inmenwinkel rechte Winkel sind. Dann folgt, dass der vierte Innenwinkel
ebenfalls ein rechter Winkel ist.

Gegeben sei ein konvexes Viereck in der euklidischen FEbene, bei dem es zwei
gegeniiberliegende Winkel gibt, die gleich grof3 sind. Dann liegen die Eckpunkte
des Vierecks auf einem Kreis.

Die Winkelsumme in etnem Dreteck der euklidischen Ebene ist gleich Null modulo
.

Gegeben seien drei Geraden g, und l', die paarweise verschieden sind. Ferner
seinen | und I’ parallel. Sowohl g und 1, als auch g und I’ schliefSen den gleichen
Winkel ein.

3. Gegeben seien sechs paarweise verschiedene Punkte A,...,F auf der x-Achse der
euklidischen Ebene. Unter einem Lifting eines Punkts A = (a,0,1)T der 2-Achse
verstehen wir die Zuweisung einer y-Koordinate h4 € R*, so dass wir einen Punkt
A’ = (a,ha,1)T erhalten. Nun sollen die Punkte A4, ..., F so geliftet werden, dass die
Punktetripel (4’, B’,C"), (A’,E',F"), (B’,D',F’) und (C’,D’,E’) jeweils kollinear
sind. Zeigen Sie, dass dies genau dann moglich ist, wenn fiir die homogenen Koordi-
naten der Punkte A, ..., F auf der x-Achse

gilt.

d)

[A,E|[B, F|[C,D] = [A,F][B, D][C, E]

Gehen Sie dabei wie folgt vor:

Driicken Sie die Kollinearitéit der vier Punktetripel mittels vier verschwindender
Determinanten aus.

Leiten Sie lineare Bedingungen fiir die y-Koordinaten h 4, ..., hg her, indem Sie
die Determinanten geeignet entwickeln.

Nutzen Sie die in Teilaufgabe b) hergeleiteten Bedingungen, um ein lineares Glei-
chungssystem fiir h 4, ..., hp aufzustellen und 16sen Sie dieses.

Folgern Sie die gewiinschte Bedingung.

4. Gegeben seien die drei paarweise verschiedenen Punk- B
te A, B,C € CP'. Ferner seien A, B, C' endliche Punk-
te und der Kreis durch diese drei Punkte sei mit K
bezeichnet. Des Weiteren sind A, B, C wie in der ne-

benstehenden Zeichnung auf K angeordnet. Sei nun
ebenfalls D € CP! ein weiterer Punkt, dessen Position

nicht weiter bestimmt ist. Beantworten Sie die folgen-
den Fragen.

a)

b)

)

Was konnen Sie iiber das Doppelverhiiltnis (A, B; C, D) aussagen, wenn D inner-
halb von I liegt?

Es sei das Doppelverhiltnis (A, B; C, D) mit A bezeichnet. Welche Werte nimmt
A fiir D € {A,B,C} an?

Es gelte nun (A, B;C,D) = —1. Was koénnen Sie jetzt iiber die Position des
Punktes D aussagen?
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Der projektive Raum

Bisher haben wir uns ausschliellich mit niederdimensionalen Strukturen be-
schiiftigt. In den Kapiteln 1-3 haben wir die projektive Ebene RP? kennen ge-
lernt. Diese erwies sich als sehr geeignet um Punkte, Geraden, Kegelschnitte,
Inzidenz und Tangentialitit zu beschreiben. Kapitel 4 befasst sich ausgiebig
mit den Verhiltnissen auf der projektiven Geraden RP'. Kapitel 6 handelt
von der komplezen projektiven Geraden CP'. Komplex betrachtet ist diese
ein eindimensionales Gebilde. Durch die zweidimensionale Interpretation der
komplexen Zahlen als Zahlenebene konnten wir auch im Rahmen von CP!
ebene Operationen durchfithren. CP! erwies sich als geeignet um euklidische
Kreise und Winkel gut zu beschreiben. Kapitel 7 schliellich hat durch die
Einfiihrung der Punkte I und J die Vorziige der beiden ebenen Betrach-
tungsweisen RP? und CP' vereinigt.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit hoherdimensionalen projektiven
Réumen beschiiftigen. Hierzu werden wir uns wieder zunéichst allein mit li-
nearen Strukturen' und Inzidenz zwischen ihnen beschiftigen. Insbesondere
werden wir uns mit der geeigneten Beschreibung von k-dimensionalen linea-
ren Strukturen im d-dimensionalen projektiven Raum RP? beschiiftigen. Es
wird sich herausstellen, dass jede dieser k-dimensionalen Teilstrukturen wie-
der selbst ein projektiver Raum ist, der isomorph zum RP* ist.

8.1 Fernpunkte und R3

Beginnen wir zunéchst mit dem iiblichen reellen dreidimensionalen Raum
R3. Analog zu unseren Betrachtungen iiber die reelle projektive Ebene ist
es niitzlich diesen um Punkte im Unendlichen zu erweitern, um die durch
Parallelitdt entstehenden Sonderfiille zu eliminieren. Auf jeder Gerade g im
Raum wird ein Fernpunkt eingefiihrt (diese wird somit zur projektiven Ge-

I Das sind z.B. Punkte, Geraden, Ebenen und Hyperebenen.

J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 113
DOI 10.1007/978-3-642-02530-3_8, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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raden). Alle Parallelen zu g haben mit g den gleichen Fernpunkt gemeinsam.
Somit treffen sich die Parallelen einer solche Parallelenschar in genau einem
(Fern-)Punkt, der ausschlielich von der Richtung der Parallelen abhéngt.

Zu jeder Richtung des R® gehort somit genau ein Fernpunkt. Betrachten
wir den Punkt O = (0,0,0)7 € R3 als Koordinatenursprung, so legt jeder
Vektor v € R3\ {O} eine Richtung und somit einen Fernpunkt fest. Vektoren,
die sich dabei nur um ein skalares Vielfaches unterscheiden, reprisentieren
die gleiche Richtung. Somit konnen wir die Menge der Fernpunkte des R?
mit der Menge

R*\ {(0,0,0)"}
R\ {0}
identifizieren, die uns als Menge der Punkte einer projektiven Ebene wohl
bekannt ist. Wir nennen diese projektive Ebene die zum R? gehorige Ebene
im Unendlichen hoo?. Die Fernpunkte einer Ebene e im R? bilden dabei eine
Gerade in hoo. Zusammen mit dieser Geraden bildet e wieder eine projektive
Ebene.

Bevor wir uns mit der algebraischen Représentation des projektiven dreidi-
mensionalen Raums beschiéiftigen, wollen wir zunéchst einmal qualitativ die
Schnittverhéltnisse dieser Struktur betrachten. Wir fassen diese in einigen
kurzen Sachverhalten zusammen?:

e Der Schnitt einer Ebene e mit der Fernebene h, ist die Ferngerade von e.

e Zwei Ebenen e und f des R? schneiden sich i.A. in einer endlichen Gera-
den?. Sind e und f aber parallel, so schneiden sie sich in einer Ferngera-
den, die komplett in A, enthalten ist.

o Zwei Geraden des R? liegen in aller Regel windschief zueinander. Dies be-
deutet, dass es keine Ebene F gibt, die beide Geraden gleichzeitig enthélt.
Liegen die Geraden dennoch in einer Ebene, so kann einer von zwei Féllen
auftreten. Entweder die beiden Geraden schneiden sich in einem endli-
chen Punkt des R3 oder sie sind parallel und treffen sich somit in einem
Fernpunkt.

e Drei Punkte des R3, die nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen,
legen eine Ebene eindeutig fest, ndmlich genau die Ebene, die durch die
drei Punkte verlauft.

Durch Einbeziehung homogener Koordinaten® ist es nun méglich all diese
Schnitteigenschaften algebraisch darzustellen. Die Unterscheidung von endli-
chen Punkten und Fernpunkten wird dabei iiberfliissig.

2 manchmal auch Fernebene genannt.

3 Diese sollen hier nicht bewiesen werden. Im Gegenteil wir wollen im nichsten Abschnitt
eine algebraische Struktur definieren, die diesen qualitativen Zusammenhdngen gerecht
wird.

4 Diese hat wiederum einen Fernpunkt.

5 analog zu RP2.
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8.2 Punkte und Ebenen in RP?

Wir wollen nun zunéchst die Punktemenge des reellen projektiven Raum-
es beschreiben. Hierzu betten wir den dreidimensionalen Raum R? in einen
vierdimensionalen Raum ein, und zwar als affinen Raum, der nicht durch
den Ursprung des R* geht. Hierzu gibt es natiirlich wieder viele verschiedene
Méoglichkeiten und wie im Falle homogener Koordinaten fiir die Ebene ent-
scheiden wir uns hier, die letzte Koordinate der Einbettung einfach auf 1 zu
setzen.

x

y —

z

— N e 8

Skalare Vielfache ungleich Null werden wieder miteinander identifiziert. Die
Ebene im Unendlichen wird von den Punkten gebildet, die im letzen Eintrag
eine 0 haben. Wir erkennen dabei in den Vektoren der Form (z,y,z,0)7
bereits unsere geldufige projektive Ebene als Fernebene wieder.

Die Gerade, die von zwei Punkten [P] und [Q] aufgespannt wird, wird
durch alle Vektoren der Form AP+ u(@ reprasentiert, wobei es auch hier nicht
auf Vielfache ungleich Null des Vektors (\,u)” ankommt. Die Parameter
(A, )T kénnen wieder als Homogene Koordinaten auf der Geraden durch [P]
und [Q] aufgefasst werden. Analog sind alle Punkte auf der von drei Punkten
[P], [Q], [R] aufgespannten Ebene reprisentiert durch alle Vektoren der Form
AP + pQ + 7R. Auch hier kénnen die Parameter (), p,7)” als homogene
Koordinaten in dieser Ebene aufgefasst werden.

Bevor wir uns der Frage nach der idealen algebraischen Reprisentation
von Geraden im dreidimensionalen projektiven Raum widmen, wenden wir
uns zunichst der Darstellung von Ebenen zu. Im R? ist eine affine Ebene
durch Angabe einer Gleichung der Form ax + by + ¢z + d = 0 beschrieben.
Analog zur Situation in RP? wird nun eine Ebene im Raum durch Angabe des
Parametervektors (a,b,c,d)” festgelegt. Wobei wiederum skalare Vielfache
ungleich Null dieses Vektors die gleiche Ebene reprisentieren. Somit ist ein
Punkt [P] = [(x, v, z,w)T] inzident zu einer Ebene [e] = [(a, b, ¢, d)], wenn er
die zugehorigen Ebenengleichung erfiillt, d.h. wenn (P, e) = az+by+cz+dw =
0 gilt.

Befinden sich drei Punkte [P;], [P,], [P3] in hinreichend allgemeiner Lage®,
so legen diese eine Ebene eindeutig fest. Diese Ebene enthélt alle drei Punkte
gleichzeitig. Gilt nun P; = (z;, yi, 2i, wi)T, so sind die Koordinaten einer ent-
sprechenden Ebene [e] = [(a, b, ¢, d)] gegeben, als die von Null verschiedenen
Losungen des linearen Gleichungssystems

6 d.h. die entsprechenden Vektoren seien linear unabhingig.
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a
T1 Y1 21 W1 b 0
T2 Yo 22 W2 ol = 0
T3 Y3 23 Wy d 0

Der Losungsraum ist in diesem Fall eindimensional und beschreibt genau
den zur Ebene gehdrenden Parametervektor. Prinzipiell kénnte man die-
sen algorithmisch bestimmen (z.B. durch eine geeignete Variante des Gauf-
Algorithmus). Wir sind hier aber an einer geschlossenen Losung interessiert
— wiederum in Analogie zur projektiven Ebene, wo wir die Gerade durch zwei
Punkte direkt durch das Kreuzprodukt bestimmt haben. Wir suchen somit
quasi eine vierdimensionale Verallgemeinerung des Kreuzproduktes, bei der
aus einer Eingabe von drei Vektoren ein vierter dazu senkrechter Vektor be-
stimmt wird. Wir suchen also einen Vektor (a,b,c,d)? # (0,0,0,0)7, der
gleichzeitig ein verschwindendes Skalarprodukt mit P, P» und Ps hat. Dazu
machen wir die folgende Uberlegung: Wenn [P] = [(z,v,z,w)T] ein Punkt
auf der Ebene [e] ist, dann lidsst er sich als Linearkombination der Vektoren
P1, P> und Ps schreiben und somit gilt

T1 Y1 21 W1
T2 Y2 22 W2
det Y =0.
T3 Y3 23 Wi
Ty z w

Entwickeln wir diese Determinante nach der letzen Zeile erhalten wir die
Summe

Y1 Z1 w1 x1 Z1 w1 T1 Y1 w1 T1 Y1~
T |Y2 22 W2 | —Y- | X2 22Wa | +2- [ T2 Y2 W2 | —W- | T2 Y2 22
Y3 23 W1 xr3 23 Wi T3 Y3 w1 T3 Ys 21

Diese Summe verschwindet, wenn (z,y, z,w)? einen Punkt der Ebene [e]
repriasentiert. Anders ausgedriickt heiflt das, dass jeder Punkt der Ebene
senkrecht auf dem Vektor

Y1 z21 w1 1 zZ1 wi 1 Y1 w1 1 Y1 ~1
+ Y2 22 wa|,— | X2 22 W2 | ,+ | T2 Yo W2 |,— | T2 Y2 22
Ys 23 w1 xr3 z3 Wi xr3 Ys wi T3 Ys z1

steht. Also ist dies gerade der gesuchte Vektor, der die Verbindungsebene der
drei Punkte darstellt. Die Tatsache, dass der Losungsraum des vorherigen
Gleichungssystems eindimensional ist, sichert uns, dass der so berechnete
Vektor auch tatséichlich den gesamten Losungsraum aufspannt.

Betrachtet man diesen Vektor etwas genauer, so stellt man fest, dass die-
ser tatsichlich eine direkte Verallgemeinerung des Kreuzproduktes im R3 ist.
Dort hatten wir die zwei dreidimensionalen Vektoren, aus denen das Kreuz-
produkt gebildet wurde, als 2 x 3-Matrix aufgefasst. Die Eintrége berech-
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neten sich als 2 x 2-Determinanten, die durch Herausstreichen der Spalten
dieser Matrix entstanden und mit alternierenden Vorzeichen versehen wur-
den. Hier fassen wir nun die drei vierdimensionalen Vektoren als 3 x 4-Matrix
auf. Die Eintrédge des berechneten Vektors entstehen als Determinanten der
3 x 3-Untermatrizen dieser Matrix, die ebenso mit alternierenden Vorzeichen
versehen werden. Wir nennen die so berechnete Grofie das wverallgemeinerte
Kreuzprodukt @(Py, Py, P3) der drei Vektoren.

Sind Py, P», P53 linear abhéngig, so sind auch die Zeilenvektoren der be-
trachteten Untermatrizen linear abhéngig und das verallgemeinerte Kreuz-
produkt verschwindet. Dariiber hinaus ist ®(P;, Py, P3) offensichtlich linear
in jedem der Eintrige und antikommutativ’. Insbesondere wird das verall-
gemeinerte Kreuzprodukt zum Nullvektor, wenn ein Vektor doppelt auftritt.
Das verallgemeinerte Kreuzprodukt hat eine weitere sehr niitzliche Eigen-
schaft. Ersetzt man die drei Punkte [Pi], [P], [Ps] durch drei andere Punkte
[@Q1], [Q2], [Qs], die die gleiche Ebene aufspannen, so ergibt das verallgemei-
nerte Kreuzprodukt ein skalares Vielfaches des urspriinglichen Vektors. Dies
ist klar, da der so berechnete Vektor nur von der Ebene, nicht aber von den
Punkten abhéngt. Obwohl diese Begriindung alleine bereits ausreicht, soll
hier trotzdem noch kurz gezeigt werden, wie diese Aussage bereits aus der
Antikommutativitét und der Linearitat folgt. Es reicht zu zeigen, dass beim
Austausch eines einzigen Punktes sich das verallgemeinerte Kreuzprodukt
nur um einen Vorfaktor dndert. Sei also Q = APy + puPs + 7P3 mit A # 0.
Wegen A # 0 liegt [@Q] nicht auf der Geraden durch [Ps] und [Ps]. Wenn wir
den Punkt [P;] in ®(Py, P2, P3) durch [Q)] ersetzen erhalten wir

(Q, Po, P3) = @(AP1 + uP2 + 7P3, P2, Ps3)
:A'®(P1,P2,P3)—|—‘U'®(P2,P2,P3)+T'®(P3,P2,P3)
:A'®(P13P27P3)'

Das verallgemeinerte Kreuzprodukt kommt auch bei Ebenen zum Tragen,
denn man kann in analoger Weise auch den Schnittpunkt dreier Ebenen als
verallgemeinertes Kreuzprodukt der repriasentierenden Koeffizientenvektoren
darstellen. In unserer bisher gewéhlten Reprisentation kénnen wir den Koef-
fizientenvektor (a,b,c,d)” einer Ebene wie folgt geometrisch interpretieren:
Der Raum R? wurde im R* mit w = 1 eingebettet. Eine Ebene in diesem so
eingebetteten R? spannt mit dem Nullpunkt des R* einen dreidimensionalen
Untervektorraum des R* auf. Dieser Teilraum hat einen eindimensionalen Or-
thogonalraum. Der zu der Ebene gehorende Koeffizientenvektor spannt genau
diesen Orthogonalraum auf®.

Wir kénnten nun an dieser Stelle die Beschreibung des projektiven Raumes
RP? beenden und uns auf den Standpunkt zuriickziehen, dass der projektive
dreidimensionale Raum ein Tripel (P, £, I) ist, bei dem die Mengen P und &

7 d.h. das Vertauschen zweier Argumente éndert das Vorzeichen.

8 Es lohnt sich an dieser Stelle nochmals einen Blick auf Abbildung 1.1 zu werfen, die
genau die gleiche Situation in einer niedrigeren Dimension darstellt



118 8 Der projektive Raum

zwei disjunkte Kopien von

R*\ {(0,0,0,0)7}
R*

sind, die jeweils Punkte und Ebenen reprédsentieren. Die Inzidenzrelation
I CPxEist gemdB [P] T [e] < (Pe) = 0 erklart. Alle weiteren
Begriffe, die in diesem Raum eine Rolle spielen, wie z.B. Geraden und deren
Schnittverhalten, kénnen prinzipiell aus diesen Begriffen abgeleitet werden.

Wir wollen allerdings einen Schritt weiter gehen und auch fiir Geraden eine
geeignete algebraische Reprasentation finden. Dies soll im néchsten Kapitel
geschehen.

Zuvor wollen wir noch darauf hinweisen, dass wir im Folgenden wieder
auf die Klammernotation fiir Punkte und Ebenen verzichten werden. Dies
konnen wir wieder problemlos tun, da die Inzidenzrelation Z vertréglich bzgl.
der Aquivalenzklassenbildung ist.

8.3 Geraden in RP3

Punkte und Ebenen wurden jeweils durch Vektoren reprasentiert. Wobei die
Zuordnung von Vektoren zu Punkten bzw. Ebenen jeweils bis auf ein ska-
lares Vielfaches ungleich Null eindeutig war. D.h. zwei Vektoren reprisen-
tierten den gleichen Punkt bzw. Ebene, wenn sie linear abhéngig waren. Es
wire wiinschenswert eine Gerade im Raum ebenso mittels eines Vektor zu
reprisentieren.

Eine naheliegende Darstellung einer Geraden wére es, Koordinaten zweier
auf ihr liegender Punkte Py = (x1,91,21,w1)? und Py = (z2,y2, 22, w2)T
dafiir zu nutzen. Hierbei wiirde die Gerade durch 8 Parameter dargestellt.
Leider erfiillt diese Darstellung nicht die wiinschenswerte Forderung, dass
die Darstellung unabhéngig von der speziellen Wahl der Punkte ist, die die
Gerade aufspannen. Ersetzen wir P; und P, durch zwei andere Punkte Q1
und Q9, die dieselbe Gerade aufspannen, so sind deren Koordinaten i.A. keine
skalaren Vielfachen der Koordinaten von P; und P;. Es gelingt aber aus P,
und P; einen Vektor abzuleiten, der diese Forderung erfiillt.

Hierzu schreiben wir die Koordinaten von P; und Ps als die 2 x 4-Matrix

T1 Y1 Z21 W

T2 Y2 22 W2
und berechnen alle 2 x 2-Unterdeterminanten dieser Matrix und schreiben
diese in den folgenden Vektor.

T
1 WY Tr1 21 Tl wq Y1 21 Y1 w1 Z1 w1
T2 Y2 | | T2 22| X2 w2 | Y2 22| Y2 w2 | |22 wo
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Diesen Vektor (wir kiirzen ihn aus Griinden, die spéter ersichtlich werden,
mit P; V P ab) nennt man auch die Plicker-Koordinaten der Geraden. Er
erfiillt, wie wir gleich sehen werden, genau die eben beschriebene Forderung.
Bis auf ein skalares Vielfaches ungleich Null ist er eindeutig einer Geraden
zugeordnet. Genau wie im Falle des verallgemeinerten Kreuzprodukts von
drei Vektoren ist auch P; V P, antikommutativ und linear in jedem der beiden
Eintrége. Dies ldsst sich sofort aus der Definition ablesen. Wir erhalten

Satz 8.1. Seien Py, P> und @1, Q2 zwei jeweils paarweise verschiedene
Punktepaare im reellen projektiven Raum, die die gleiche Gerade aufspannen.
Dann ezistiert ein A € R* mit Py V Py =X+ (Q1V Q2).

Beweis. Liegen Q1 und Q2 auf der von P; und P, aufgespannten Geraden,
so gilt Q1 = A\ P1 + 1 Pe und Q2 = Ao Py + o Ps. Somit ergibt sich

Q1V Q2= (MPL+mP2) V(AP + paPs)
=MA(PLV P+ APV P) 4+ Apo(PLV Po) + pipa(Pe V Pe)
= (Mp2 — i A2)(P1 V P).

Der Ausdruck Ajpo — 1 A2 ist der gesuchte Vorfaktor A, fiir den gilt Py VvV Py, =
A (Q1V Q2). Da auch Q1 und Qs die Gerade aufspannen, gilt A # 0. O

Der so berechnete sechsdimensionale Vektor ist somit nur von der Geraden,
nicht aber von beiden konkreten zur Berechnung herangezogenen Punkten
abhéngig. Es gilt aber auch die Umkehrung.

Satz 8.2. Unterscheiden sich die Pliicker-Koordinaten g und l zweier Gera-
den nur um ein skalares Vielfaches, so stellen sie die gleiche Gerade dar.

Beweis. Es seien g = Py V Py und [ = P35V Py und es gelte g = A+l mit A # 0.
Wir setzen P; = (z;,v:, 2, w;)? fiir i = 1,...,4. Ferner betrachten wir die
beiden Matrizen

A:(Hfl Y1 21 wl) und B:(l":a Y3 23 U/s).

L2 Y2 22 W2 L4 Y4 24 Wy

Mit p(A) und p(B) bezeichnen wir die Pliicker-Koordinaten, die aus den sechs
2 x 2-Determinanten dieser Matrizen gebildet werden. Es gilt also g = p(A)
und [ = p(B). O.B.d.A. nehmen wir nun an, dass der erste Eintrag dieser

beiden Vektoren nicht verschwindet. Aus der Definition von p(A) folgt sofort,
dass fiir eine 2 x 2-Matrix T' p(T - A) = det(T) - p(A) gilt. Wir setzen nun

—1 —1
1 Y1 T3 Y3
Ty = y und T = y .
T2 Y2 T4 Yq
Diese Inversen existieren, da nach unserer Annahme, die aus den z- und

y-Spalten gebildeten Teilmatrizen eine nicht verschwindende Determinante
haben. Somit haben die Matrizen Ty - A und T - B die Form
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(102w} (10 25 wy
TA.A_(Olzéwé) und TB.B_(Olzflwﬁl ’

Es gilt p(Ta-A) = p(Ts- B), da sich die beiden Vektoren nur um einen Faktor
von unseren urspriinglichen Vektoren g und [ unterscheiden und zusétzlich im
ersten Eintrag miteinander iibereinstimmen. Betrachten wir nun den zweiten
Eintrag dieser beiden Vekoren. Dieser ist die Determinante aus der ersten
und dritten Spalte der beteiligten Matrizen. Wir haben also

! !/
(1 z1> . (1 23>
/! - / )
0 25 0 2y
woraus zy = z) folgt. Analog koénnen wir z{ = 24, w] = w} und wh = w)

folgern. Somit gilt
T4-A=Tp-B.

Woraus wieder wegen der Invertierbarkeit von T die Gleichung
Tz' Ta-A=B

folgt. Dies bedeutet aber nichts anderes, als dass sich die Vektoren P53 und Py
als Linearkombination der Vektoren P, und P; schreiben lassen. Somit liegen
P3; und P, auf der durch P; und P» aufgespannten Geraden, was bedeutet,
dass g und ! die gleiche Gerade beschreiben. a

Die letzen beiden Sétze erlauben es uns guten Gewissens eine Gerade mit
ihrem bis auf skalare Vielfache ungleich Null eindeutig bestimmten Pliicker-
Koordinaten zu identifizieren. Die Pliicker-Koordinaten stellen folglich eine
Art homogene Koordinate fiir Geraden dar.

8.4 Join und Meet im RP?

Unsere bisherigen Uberlegungen haben uns gezeigt, dass es eine sinnvolle ho-
mogene Darstellung von Punkten, Geraden und Ebenen im RP* gibt. Hier-
bei werden Punkte durch vierdimensionale Vektoren, Geraden durch sechs-
dimensionale Vektoren und Ebenen wieder durch vierdimensionale Vektoren
représentiert. Eine naheliegende Frage ist nun, wie sich mit diesen Darstel-
lungen sinnvolle Operationen wie z.B. der Schnitt von Objekten (Meet) oder
das kleinste von Objekten aufgespannte Objekte (Join) darstellen lidsst. Man
wiirde beispielsweise erwarten, dass der Meet einer Geraden mit einer Ebene
einen Punkt, eben deren Schnittpunkt, ergibt. Sind die Gerade und die Ebe-
ne parallel, so sollte dieser Schnittpunkt automatisch im Unendlichen liegen.
Ferner sollte z.B. der Meet zweier Ebenen eine Gerade ergeben, ebenso wie
der Join zweier Punkte.
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Wir haben im Prinzip bereits alle Zutaten bereitgestellt um diese Opera-
tionen zu definieren. Wir haben allerdings an dieser Stelle ein grofies Pro-
blem. Die “Buchfiihrung” {iber Vorzeichen und Koordinatenpositionen. Um
an dieser Stelle die Dinge so einfach wie moglich zu gestalten, werden wir
die Darstellung von Ebenen gegeniiber der in Abschnitt 8.2 eingefiihrten
Darstellung geringfiigig abwandeln. Dort hatten wir gesagt, dass die Ebe-
ne {(z,y,z,w)? : ax + by + ¢z + dw = 0} durch den Koeffizientenvektor
(a,b,c,d)T reprisentiert werden soll. Dies hatte den Vorteil, dass dieser eine
direkte geometrische Interpretation® zulies. Im Gegensatz dazu werden wir
nun zur Darstellung mittels des Vektors (—d,c, —b,a)” iibergehen. Dieser
enthélt genau die gleiche Information, wird aber, wie wir gleich sehen wer-
den, die Buchfithrung iiber die Koordinateneintriage etwas leichter machen.
Wir gehen hierzu noch einen Schritt weiter und indizieren diesen Vektor nicht
mit den Zahlen von 1 bis 4, sondern mit geordneten 3-elementigen Teilsequen-
zen der Ziffernfolge 1234. Also mit 123, 124, 134 und 234. Wir erhalten also
fiir einen Punkt P und eine Ebene e die wie folgt indizierten Vektoren

1 [ x 123 [ —d

2 124 c
P= Y und e=

3| 2 134 | —b

4\ w 234 \ a

Die Inzidenzrelation az + by + cz + dw = 0 schreibt sich nun als die nach-
stehende Gleichung

Preszy — Prerzq + Pseiaq — Pye1az = 0. (8.1)

Wir wollen nun die “Buchfithrung” dariiber fithren, welcher Eintrag mit wel-
chem multipliziert wird und welches Vorzeichen dieser erhilt. Dies wollen
wir einzig und allein iiber die beteiligten Indizes aufbauen. Fassen wir die
Indizes der Vektoren als Teile einer Permutation auf, so kénnen wir iiber das
Vorzeichen der Permutation das entsprechende Vorzeichen des Summanden
bestimmen. Hierzu betrachten wir eine beliebige Ziffernfolge iqis .. .45, bei
der keine zwei Ziffern identisch sein sollen und definieren
0_(7;11-2 o Zk) — (_I)Anzahl der zum Sortieren der Ziffernfolge benstigten Vertauschungen

Dies ist wohldefiniert, da die Anzahl der Vertauschungen fiir eine feste Ziffern-
folge immer eine feste Paritit hat!?. Wir benstigen noch drei weitere Ope-
rationen auf sortierten Ziffernfolgen. Sind A = i1i5 .. .7 und g = j1j2 .- jm,
so soll A U p die sortierte Ziffernfolge aus allen beteiligten Ziffern darstellen,
wobei doppelt auftretende Ziffern nur einmal aufgefiihrt werden. Analog soll
AN p die sortierte Folge der Ziffern sein, die in beiden Teilfolgen auftreten.

9 Senkrecht stehen auf dem durch die Ebene aufgespannten Teilraum.
10 ygl. [Fis].
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Es ist also z.B. 134 U2 = 1234 und 124 N 234 = 24. Ferner bezeichne 7, u die
Konkatenation der beiden Teilsequenzen und A\ p das Entfernen aller Ziffern
von g aus A. Also ist 124 \ 234 = 1. Nun fithren wir noch folgende Mengen

ein
Aoy = {2},
Ay g ={1,2,3,4},
Ayg = {12,13, 14,23, 24, 34},
A3 g = {123,124, 134,234},
Agg = {1234},

wobei @ die leere Liste bezeichnet. Die Menge A; 4 ist also die Menge der
i-stelligen Teilsequenzen von 1234. Mit all diesen Konventionen kénnen wir
nun unser vorheriges Skalarprodukt (8.1) folgendermaflen schreiben:

Z o(r,p) - Pr-ey.

TEAN] 4
HEA3 4
TUp=1234

Jetzt stellt sich natiirlich die Frage, was wir nun durch all diesen Aufwand
gewonnen haben. Die Antwort ist, dass die obige Formel im Aufbau dazu
geeignet ist, nicht nur das benotigte Skalarprodukt, sondern auch in glei-
cher Weise die Berechnung von verallgemeinerten Kreuzprodukten, Pliicker-
Koordinaten, Determinanten, etc. zu beschreiben. Wir benutzen die Index-
mengen A; 4, Az 4 und A3z 4 zum Indizieren der homogenen Koordinaten von
Punkten, Geraden und Ebenen (in dieser Reihenfolge). Die Indexmengen Ag 4
und Ay 4 werden formal die Rolle von Indizes einer Zahl {ibernehmen. Wir
werden im Folgenden verallgemeinert von Punkten, Geraden, Ebenen und
Réumen als flats reden. Der Rang eines flats ist dessen geometrische Dimen-
sion plus eins. Punkte haben also Rang 1, Geraden Rang 2, Ebenen Rang 3
und der dreidimensionale Raum hat Rang 4. Eine flat von Rang r wird mit
den Elementen von A, 4 indiziert. Wir definieren nun eine Verkniipfungsope-
ration V (Join) zwischen zwei flats R und R von Rang r und Rang s. Damit
die Operation iiberhaupt Sinn macht, muss r + s < 4 gelten. Das Ergebnis
ist ein flat von Rang r 4+ s. Der Join zweier Punkte ergibt also eine Gera-
de. Der Join einer Geraden und eines Punktes ergibt eine Ebene, der Join
eines Punktes und einer Ebene ergibt den gesamten Raum, der durch eine
einzige Zahl indiziert wird, ndmlich durch A4 4. Die Koordinateneintrége von
P = RV S ergeben sich geméf der folgenden Formel:

Py= Y o(r,p)-R-- 5,

TEA, 4
HEAs 4
TUp=M\

Betrachten wir zunéchst, was passiert, wenn wir geméafl dieser Formel zwei
Punkte P = (p1,p2,p3,p4)" und Q = (q1, g2, q3, g2)T miteinander verkniipfen



8.4 Join und Meet im RP3 123

12 [ p1q2 — P2q1

1 (M 1 [aq 13 | P193 — P3q1
PVQ= 2| P2 v 2| g2 | _ 14| P194 —Pah
31 Pps 31 a3 23 | P243 — P3q2
4 \ P4 4\ q4 24 | P24 — Paqg2

34 \ P3G4 — P4G3
Der Join berechnet also genau die in Abschnitt 8.3 eingefithrten Pliicker-
Koordinaten der durch P und @ gehenden Geraden. Er wird deshalb auch
berechtigterweise mit dem Formelzeichen V abgekiirzt. Was passiert, wenn
wir die so berechnete Gerade nochmals mit einem weiteren Punkt R =
(r1,72,73,74)T verkniipfen? Wir erhalten

12 [ p192 — P2q1

13 | P193 — P3q1 1 /(7
(P\/Q)\/R: 14 P1q4 — Paq1 \/2 T2
23 | P293 — P3q2 3| 73
24 | P2g4 — Paq2 4 \ T4
34 \ P3q4 — P4aq3
und nach weiterem Extrahieren
123 [ (p1g2 — p2q1)73 — (P13 — P3q1)r2 + (P2q3 — P3q2)T1
(PVQ)VR= (P1g2 — p2q1)ra — (p1qs — paqu)ra + (p2qs — pagz)r
134 | (p1gs — p3q1)ra — (P1ga — Paq )73 + (P3qs — Pags)T1
234 \ (p2g3 — P3q2)ra — (P2qa — P1G2)r3 + (P3qs — Pags)T2

In den Zeilen des Ergebnisvektors erkennt man die Determinanten der 3 x 3-
Untermatrizen der von P, @, R gebildeten 3 x 4-Matrix. Die Ordnung und
das Vorzeichen ist dergestalt, dass die zu Beginn dieses Abschnitts vorge-
schlagene Ordnung der Koeffizenten (—d, ¢, —b,a)” entsteht. Letztlich ergibt
Hinzufiigen eines weiteren Punkts S = (s1, s2, 83, 84)7

(PVQ)VR)VS =det(P,Q, R, S).

Somit ergeben der Reihe nach P V @ die Pliicker-Koordinaten der Geraden
durch P und ). Diese wird zum Nullvektor, wenn die Représentanten der
beiden Punkte linear abhéingig sind, also wenn die Punkte zusammenfallen.
Es ist (P VvV Q) V R die von P,Q, R aufgespannte Ebene. Dieses Produkt
wird zum Nullvektor, wenn die Punkte linear abhéngig sind und somit keine
Ebene mehr aufspannen. Schlielich ist ((PVQ)VR)V.S die Determinante, die
beispielsweise verschwindet, wenn S in der von P, @ und R aufgespannten
Ebene liegt. Allgemein verschwindet diese immer dann, wenn die Punkte
selbst nicht den ganzen Raum aufspannen, sondern in einer Ebene liegen.
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Man kann zeigen'!, dass die V-Operation assoziativ ist und man somit
getrost die Klammern in den obigen Ausdriicken weglassen kann bzw. nach
belieben umklammern kann. Betrachtet man beispielsweise den Join g VI
zweier Geraden g = PV Q und [ = RV S, so verschwindet dieser genau dann,
wenn die Determinante

det(P,Q, R, S) = (PVQ)VR)VS=(PVQ)V(RVS) =gVl

verschwindet. In diesem Fall sind die vier Punkte koplanar, was fiir die Ge-
raden beeutet, dass diese sich in einem Punkt!? treffen.

Das Gegenstiick zur Join-Operation ist die Meet-Operation. Man kann
diese entweder direkt definieren und zeigen, dass sie das Gewiinschte leistet,
oder sich bei der Definition die Dualitdt der projektiven Geometrie zu nutzen
machen. Wir werden beide Wege kurz skizzieren. Im dritten Kapitel haben
wir gesehen, dass es zu einem geometrischen Objekt immer ein duales Objekt
und zu einer geometrischen Operation immer eine duale Operation gibt. In
hoheren Dimensionen ist das nicht anders. Uns kommt nun bei der folgenden
Definition zugute, dass wir bereits eine systematische Buchfithrung fiir unsere
Objekte eingefiihrt haben.

Es sei R ein flat von Rang r, d.h. ein flat, das mit Ziffernfolgen aus A, 4
indiziert ist. Dann definieren wir eine Abbildung # : Rl4r4l — RIA4-r4l Dasg
Bild R* von R unter x ist ein flat S, dessen Koordinateneintréige wie folgt
bestimmt sind:

Sr=0(A17)Ryx (AUT=1234).

Die Abbildung * nennen wir Dualitdt und S das duale flat zu R. Statt S =
*(R) schreiben wir S = R*. Schauen wir uns konkret an, was diese Abbildung
leistet. Dazu sei P = (x,7, z,w)” ein Punkt. Da P vom Rang 1 ist, muss das
dazu duale flat vom Rang 3, also eine Ebene, sein. Es gilt

1 [z 123 [ —w

2 124 | 2z
L

3| 2 134 | —y

4 \w 234 \ T

Nochmaliges Anwenden der Dualitét liefert wieder den urspriinglichen Punkt
P, da gilt

123 [ —w 1 [ —x
124 z 2| —
R Y
134 | —y 3| —z
234 \ 4\ —w

11 dies iiberlassen wir einem Computeralgebrasystem oder dem geduldigen Leser.

12 Dieser Punkt kann auch ein Fernpunkt sein.
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Man beachte, dass gilt (P*)* = —P. Trotz Vorzeichenwechsel repriisentie-
ren natiirlich P und —P den gleichen Punkt. Geraden verhalten sich, wie
wir gleich sehen werden, ganz analog. Geometrisch verbirgt sich hinter dem
Dualitdtsoperator die Berechnung eines Orthogonalraums im Vektorraum der
Repriisentanten R*. Reprisentiert P = (a,b, ¢, d)” € R* einen Punkt in RP?,
so reprisentiert P* die Ebene, die dem Orthogonalraum {\P : A € R} zuge-
ordnet ist — also die Menge aller Punkte {(z,y, z, w)T : az+by+cz+dw = 0}.
Man beachte, dass die Definition des Dualitétsoperators konsistent mit der
Koeffizienten- und Vorzeichenanordnung in Gleichung (8.1) gewéhlt wurde,
um genau dies zu gewihrleisten. Nun gelten fiir Untervektorrdume W, U eines
Vektorraums V' die Beziehungen

UsW=U*nwhHt wd UNW=U+rewht,

wobei U@ W den kleinsten Vektorraum bezeichnen soll, der sowohl U als auch
W umfasst. Es ldsst sich also der &-Operator im primalen Raum auf den N-
Operator im dualen Raum zuriickfithren und umgekehrt. Diese entsprechen
aber genau den Join- und Meet-Operationen in unserem projektiven Setup.
Fiir eine Gerade g = P V @, die als Join zweier Punkte entsteht, muss nun
die entsprechende duale Gerade g* sich als Meet der beiden zu P und @Q
dualen Ebenen ergeben, d.h. g* = P* A Q*. Unsere allgemeine Definition des
Dualitdtsoperators ist genau so gewihlt, dass sie mit Forderungen dieser Art
vertraglich ist.

Fiir Geraden erhalten wir die folgende Situation: Da der Rang einer Ge-
raden 2 ist, folgt, dass im RP? das duale flat zu einer Geraden wieder eine
Gerade ist. Genauer gesagt, gilt

12 [a 12 [ f

13| b 13| —e

14 ] c « 14| d
—

23 | d 23 c

24 | e 24 | —b

34 \ f 34 \ a

Auch bei einer Geraden g erzeugt zweimaliges Dualisieren die gleiche Gerade.
Hier tritt kein Vorzeichenwechsel auf und es gilt (¢*)* = g.

Nach dieser Vorarbeit konnen wir nun endlich die Meet-Operation ba-
sierend auf dem Dualitdtsoperator definieren. Analog zur Join-Operation
miissen die Ridnge der beteiligten flats einer Nebenbedingung geniigen, um
eine wohldefinierte Operation sicherzustellen. Es seien R und S flats vom
Rang r und s, deren Rangsumme 7 + s > 4 erfiillt. Dann definieren wir den
Meet R A S als das Duale vom Join der beiden dualen flats, d.h.

RAS = (R*V S*)*.



126 8 Der projektive Raum

P = RAS ist dann ein flat vom Rang r 4+ s — 4 > 0. Extrahiert man aus der
Definition der Meet-Operation die entsprechende Koeffizientenbuchfiithrung,
so erhélt man die explizite Formel

Pa= Y o(p\\7T\\) R,S,.

A=pNTt
HEAL 4
TEANs 4

So ist beispielsweise der Schnitt zweier Ebenen (beide haben Rang 3) vom
Rang 3 + 3 — 4 = 2, also eine Gerade. Der Schnitt einer Ebene und einer
Geraden ist vom Rang 1, also ein Punkt. Der Schnitt eines Punktes und
einer Ebene ist vom Rang 0, somit wieder eine Zahl. Diese Zahl wird nur
dann Null, wenn der Punkt auf der Ebene liegt. Der Meet zweier Geraden
hat ebenso Rang 0. Er verschwindet dann, wenn die beiden Geraden einen
Punkt gemeinsam haben (bzw. parallel sind).

8.5 Einige Beispiele

Um ein wenig vertraut mit der Wirkungsweise von Join und Meet zu wer-
den, betrachten wir ein einfaches Beispiel, in dem wir fiir konkrete Punkte
und Ebenen einige Schnitt- bzw. Verbindungsflats berechnen. Wir berechnen
zunéchst den Join zweier Punkte P und @

12 (33— (-2)(-3) 12 [ 3
1/ 3 1 /-3 13 35 —4-(-3) 13| 27
2 [ -2 v 2 3 14 3:1—1-(-3) 14| 6
3| 4 31 5 23 (—2)-5—4-3 23| =22
4\ 1 4\ 1 24 (—2)1-1-3 24| =5

34 41-15 34 \ —1

Dieser sechsdimensionale Vektor reprisentiert die Gerade g, die von P und Q)
aufgespannt wird. Insbesondere ist die Gerade, wie jede Gerade, inzident mit
sich selbst, also muss der Join gV g verschwinden, was wir leicht nachrechnen
konnen.Wir erhalten wie erwartet

gV g=2-(3(—1) = 27-(=5) + 6-(—22)) = —3 + 135 — 132 = 0.

Wir fahren mit unserem Beispiel fort, indem wir die Gerade g mit einer
Ebene e schneiden. Dazu berechnen wir den Meet der beiden Koordinaten-
vektoren.
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12 3

13| 27 123 (4 1 31-272+64 1 [ =27
u| 6 A 124 21 2| 35—(-22)24(-5)4 2| 39

23 | —22 wa| 1| 3| 275—(=22)1+(-1)4 3| 153
24| =5 234 \ 5 4\ 65— (=5)1+(-1)2 4\ 33

34 \ —1

Der resultierende Punkt sollte nun sowohl auf der Ebene e als auch auf der
Geraden g liegen. Wir wollen dies fiir die Ebene nachpriifen, indem wir ex-
plizit den Join mit dem erhaltenen Punkt berechnen.

1 [ =27 123 [ 4
2 39 124 | 2
N I RO I et ((—27):5—39-1+1532—334) =0.
4 33 234 \ 5

Abschlielend wollen wir noch untersuchen welche besondere Rolle Gera-
den, die komplett in der Fernebene liegen, in unserem speziellen Koordina-
tensetup'® spielen. Ferngeraden konnen entweder als Schnitt zweier paralleler
Ebenen oder als Verbindung zweier Fernpunkte entstehen. Wir wollen beide
Situationen exemplarisch durchrechnen. Die Verbindung zweier Fernpunkte
ergibt

12 [ T1Y2 — T2Y1

1 1 1 ) 13 T1Y3 — T3Y1
21y |, 2| % _ 0
3 Z1 3 z9 23 T2Y3 — T3Y2
4\ 0 4\ 0 24 0

34 0

Eine Ferngerade ist genau dadurch reprisentiert, dass die Eintrage welche
den Index 4 enthalten, zu Null werden. Bzgl. der verbleibenden Eintréige 12,
13 und 23, verhélt sich der Join wie das gewthnliche Kreuzprodukt, dass aus
zwei Punkten die Koordinaten der Verbindungsgeraden berechnet.

Zwei Ebenen sind parallel, wenn sie sich nur im Eintrag mit Index 123
unterscheiden. Der Meet zweier paralleler Ebenen ergibt sich somit zu

12 [ dic— dsc 12 (¢
123 [ dy 123 [ do 13| dib— dsb 1300
124 | ¢ 124 | ¢ 14 cb — be 14]0
78 B EARETVR I dia —dsa | — (dr —da)- 23| a
234 \ a 234 \ a 24 ca — ac 24 | O
34 ba — ab 3¢ \ 0

13 der Einbettung auf der Ebene w = 1.
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Wieder treten bei dieser Ferngeraden drei Nulleintridge an den Stellen 14, 24
und 34 auf. Der Vorfakor di — ds kann folgendermaflen interpretiert werden:
Fallen die beiden Ebenen zusammen, so degeneriert die Meet-Operation und
wird zum sechsdimensionalen Nullvektor. Die iibrigen Koordinateneintrige
kodieren den gemeinsamen Normalenvektor der beiden Ebenen.

8.6 Join und Meet im RP9

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir die Grundziige der so ge-
nannten multilinearen Algebra sehr pragmatisch aufgebaut, indem wir einfach
konkrete Rechenvorschriften angegeben haben, die die gewiinschten geometri-
schen Operationen algebraisch durchfithren. Man hétte das Ganze auch we-
sentlich theoretischer angehen und zunéchst einen axiomatischen Aufbau der
Operationen angeben kénnen, um danach zu zeigen, dass dieser einerseits al-
gebraisch auf isomorphe Strukturen zu unseren Join- und Meet-Operationen
fithrt und andererseits die Schnittverhiltnisse in der projektiven Geometrie
widerspiegelt. Dies soll aber nicht das Thema dieses Buchs sein.

Man kann aber leicht vermuten, dass hinter den in den letzten Abschnitten
angegebenen Rechenvorschriften eine allgemeine Theorie steckt, die in keiner
Weise auf den dreidimensionalen projektiven Raum beschréinkt ist. In der
Tat lassen sich unsere Formeln fiir Join und Meet einfach verallgemeinern,
so dass diese auch fiir Schnittoperationen in hoheren Dimensionen beniitzt
werden konnen.

Wir wollen im Folgenden (ohne Beweise und theoretischen Unterbau) kurz
die Verhéltnisse skizzieren wie sie sich im d-dimensionalen projektiven Raum
RP? darstellen. In diesem Raum'# werden die Punkte durch n = d 4+ 1 ho-
mogene Koordinateneintriage reprisentiert. Das gleiche gilt fiir die Ebenen.
Wieder indizieren wir die Koordinaten mit Teilfolgen einer geordneten Zif-
fernfolge'®. Die Ziffernfolge sei 12345 . ..n. Es bezeichne A,.,, die Menge aller
r-stelligen Teilfolgen dieser Ziffernfolge. Die Menge A, ,, enthélt also (Z) Ele-
mente. Diese werden zum Indizieren von flats mit Rang r herangezogen.

Sind nun R und S flats vom Rang 7 und s mit r + s < n, so ergibt sich
der Join dieser Flats als ein Rang r 4+ s Flat P = RV S gemif der Formel

Pa= Y o(r,p) RS,

TEA n
HEAs n
TUp=M\

14 er hat Rang d + 1.

15 Ziffern seien hier im allgemeinen Sinn verstanden, d.h. auch mehrstellige Zahlen sollen
als eine Ziffer verstanden werden.



8.7 Exkurs: Roboter 129

Im Vergleich zum letzten Abschnitt wurde hierbei lediglich der Spezialfall n =
4 fallen gelassen. Die Operation RV S erzeugt hierbei einen Reprisentanten
des kleinsten sowohl R als auch S umfassenden Unterraums. Sollten R und
S nicht in allgemeiner Lage sein und einen nicht-leeren Schnitt aufweisen, so
degeneriert die Operation zum Nullvektor.

Die Berechnung eines dualen flats S = R* ergibt sich geméaf
Sr=cA\T)Rx (AUT=1...n).

Ebenso in analoger Weise kann man den Meet-Operator definieren, der zu
zwei flats R und S vom Rang 7 und s mit r + s — n > 0 den gemeinsamen
Schnitt P = R A S berechnet. Dieser hat Rang r + s — n und ist definiert

durch die Formel
Py= Y o(up\\T\MR,S,.

A=pNT
HEA; ,
TEAs,n

Wiederum ist dies eine direkte Verallgemeinerung der im letzten Abschnitt
vorgestellten Operation im RP?.

8.7 Exkurs: Roboter

Man mag es auf den ersten Blick nicht erwarten, aber es gibt einen {iber-
raschenden Querbezug von Pliicker-Koordinaten zur Robotik. Pliicker-Koor-
dinaten von Geraden liefern ein Kriterium, mit dem man nachpriifen kann,
ob der Effektor eines Roboters (der Greifer, die Schweifipistole, etc.) in ei-
ner bestimmten Lage alle rdumlichen Freiheitsgrade ausschépfen kann. Wir
konnen hier zwar nicht alle Details dieser schonen Querverbindung ausarbei-
ten, konnen aber immerhin den Zusammenhang etwas erldutern.

Die Orientierung und Position eines Gegenstandes im Raum (stellen sie
sich gleich den Effektor vor) kénnen durch sechs Parmeter beschrieben wer-
den. Bestimmt man zunéchst den Schwerpunkt des Gegenstandes, so kann
man diese in Parameter fiir die Position und Orientierung aufteilen. Man
kann z.B. drei Parameter (zyz-Koordinaten) benutzen um die Position des
Schwerpunkts zu beschreiben. Drei weitere Parameter sind nétig um die Ro-
tationslage um den Schwerpunkt anzugeben. Mit anderen Worten kann man
sagen, dass die Orientierung und Lage eines Gegenstandes durch sechs Frei-
heitsgrade beschrieben wird. Dies ist der Grund, warum man einen guten In-
dustrieroboter iiblicherweise mit sechs Dreh- bzw. Schubgelenken ausstattet.
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Abb. 8.1 Skizze eines Roboters mit sechs Gelenken.

Durch gezielte Einstellung der Gelenke kann man in der Regel den Effektor
in jede gewiinschte Lage bringen.'®

Abbildung 8.1 zeigt die Skizze eines sechsarmigen Roboters mit angedeu-
teten Drehachsen. Die linke Skizze zeigt eine Vergroflerung der Situation nahe
dem Effektor, wo sich insgesamt drei Drehachsen konzentrieren. Die rechte
Skizze hebt die “Grobmotorik” des Roboters, die drei drehbaren Armgelen-
ke, hervor. Fiir die meisten Gelenkpositionen kann der Effektor iiber diese
sechs Drehgelenke beliebig in Lage und Orientierung verindert werden. Es
gibt allerdings lokal spezielle Gelenkstellungen, in denen der Effektor nicht
alle sechs Freiheitsgrade voll ausschépfen kann. Ublicherweise versucht man
in der Robotersteuerung genau diese Positionen zu vermeiden.

Pliicker-Koordinaten kénnen dazu benutzt werden, derartig degenerier-
te Situationen zu charakterisieren. Ohne Beweis wollen wir diese Charak-
terisierung hier angeben. Hierzu ordnet man fiir eine konkrete Roboterstel-
lung jedem Gelenk einen Pliicker-Vektor zu. Bei Drehgelenken nimmt man
die Drehachse (also eine Gerade) und den zugehorigen sechsdimensionalen
Pliicker-Vektor. Einem Schubgelenk (dieses bewirkt eine Verschiebung der
nachfolgenden Mechanik) kann man ebenso einen Pliicker-Vektor zuordnen.
Eine Verschiebung ist projektiv gesehen eine Drehung um eine unendlich
ferne Drehachse. Diese “Drehachse” erhéilt man dadurch, dass man eine be-
liebige Ebene, die senkrecht auf der Verschieberichtung steht, mit der Ebene
im Unendlichen schneidet. Auch die so konstruierte Gerade im Unendlichen
hat einen Pliicker-Vektor. Diesen ordnet man der Drehachse zu. Hat man

16 Die Evolution hat dies iibrigens schon vor einigen Millionen Jahren herausgefunden.
Fixieren Sie Ihren Oberkorper, so konnen sie Thre Hand (in ihren anatomischen Grenzen)
in jede beliebige Lage bringen. Das Schultergelenk ist ein kugelgelenk und hat zwei rotato-
rische Freiheitsgrade. Der Ellenbogen ist ein Drehgelenk mit einem Freiheitsgrad. Ferner
hat das Handgelenk als Sattelgelenk zwei Freiheitsgrade und dann ist es noch moglich das
Hangelenk einachsig gegeniiber dem Ellenbogen zu verderehen. Macht alles in allem sechs
Freiheitsgrade.
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einen sechsarmigen Roboter, so erhélt man auf diese Weise insgesamt sechs
sechsdimensionale Pliicker-Vektoren g1, . . ., gg. Die aus diesen Vektoren gebil-
dete 6 x 6-Matrix hat genau dann vollen Rang, wenn lokal alle Freiheitsgrade
ausschopfbar sind. Somit kann man eine degenerierte Situation durch die
Bedingung

g11 921 931 g41 gs1 961

g12 922 932 g42 gs2 g62

det 913 923 933 943 953 J63 | _ 0

914 924 934 944 g54 J64

915 925 935 g45 955 965

916 926 936 946 956 966

erkennen. Aus dieser Bedingung lassen sich bereits einige spezielle Situationen
ableiten, die auf alle Fille degeneriert sein miissen. Treffen sich beispielsweise
drei Drehachsen in einem Punkt, so sind deren Pliicker-Vektoren bereits linear
abhéngig (vgl. Aufgabe 6). Sie sind ebenso linear abhiingig, wenn die drei
Drehachsen in einer Ebene liegen. Die geometrische Charakterisierung der
Abhéngigkeit von vier Vektoren ist bereits subtiler. Diese sind abhéngig, wenn
sie auf einem gemeinsamen Hyperboloid liegen. Fiir fiinf und sechs Geraden
ist die obige algebraische Charakterisierung in aller Regel die griffigste.
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Ubungsaufgaben

1. Welchen Geraden entsprechen den sechs Einheitsvektoren im R® wenn man diese als
Pliicker-Koordinaten interpretiert?

2. Es seien (a,b,c,d, e, f)T die Pliicker-Koordinaten einer Geraden des RP3.

a) Zeigen Sie, dass af — be + cd = 0 gilt.

b) Welchen Geraden erhilt man, wenn a = 0 gilt?

¢) Zeigen Sie, dass wenn a = b = 0 gilt, eine weitere Pliicker-Koordinate verschwin-
det.

3. Es seien (a1,b1,c1,d1,e1, f1)T und (ag,be,co,ds,es, f2)T die Pliicker-Koordinaten
zweier Geraden des RP3. Zeigen Sie, dass die beiden Geraden sich genau dann schnei-
den, wenn aq fo + biea + c1da + dica + e1b2 + fraz = 0 ist.

4. Gegeben seien die beiden Punkte P = (1,1,0)” und Q = (=1, —1,—1)T als Elemente
aus R3 sowie die Ebene e als die Ebene durch die drei Einheitsvektoren (1,0, O)T7
(0,1,0)7, (0,0,1)T des R3.

a) Bestimmen Sie die homogenen Koordinaten der Punkte P und @ sowie der Ebene
e in RP3. Berechnen Sie die Pliicker-Koordinaten der Geraden g durch die beiden
Punkte P und Q.

b) Zeigen Sie, dass die Pliicker-Koordinaten von g die in der zweiten Aufgabe gezeigte
Identitét erfiillen.

¢) Berechnen Sie den Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene e.

5. Es sei P ein flat vom Rang k im RP?.

a) Wie viele Pliicker-Koordinaten hat P?
b) Wie viele der Pliicker-Koordinaten von P werden i.A. bereits durch die anderen
bestimmt?

6. Es seien g1, g2, g3 die Pliickervektoren dreier Geraden im RP3. Zeigen Sie:

a) g1,92, g3 sind linear abhéngig, wenn sich die Geraden in einem Punkt treffen.
b) g1, 92,93 sind linear abhéingig, wenn die Geraden in einer Ebene liegen.

7. Zeigen Sie, dass drei Punkte des RP3 genau dann kollinear sind, wenn sémtliche 3x3-
Determinanten, die Sie aus diesen drei Punkten bilden kénnen, verschwinden.

8. Gegeben sei ein Punkt g = (g1, 92, 93,94, 95,96)7 des RP?. Der Punkt g liegt genau
dann auf der sogenannten Plicker-Quadrik Q, wenn g1g6 — g295 + g3ga = 0 gilt.

a) Bestimmen Sie eine symmetrische Matrix Q € R6*6 mit der Sie die definieren-
de Gleichung der Pliicker-Quadrik Q als Nullniveau einer quadratischen Form
schreiben kénnen.

b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von Q.

¢) Zeigen Sie, dass die Punkte der Pliicker-Quadrik Q eins-zu-eins den Geraden des
RP? entsprechen.

9. Jede Gerade, die in Q aus der letzten Aufgabe enthalten ist, entspricht einem Gera-
denbiischel in RP?. Um dies zu zeigen, beweisen Sie den folgenden Satz:

Es seien g,l € Q zwei Punkte der Pliicker-Quadrik.
Die Verbindungsgerade g Al ist genau dann in Q enthalten,
wenn die beiden zugehirigen Geraden in RP3 sich schneiden.
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Determinanten

Dem aufmerksamen Leser diirfte es nicht entgangen sein, welch entscheiden-
de Rolle Determinanten an den verschiedensten Stellen der vorangegangenen
Kapitel gespielt haben. In diesem Kapitel soll nun gezielt auf einige struktu-
relle Aspekte eingegangen werden, die das Verhéltnis von Determinanten zu
projektiven Ansétzen etwas verdeutlichen. Determinanten traten auf. ..

. beim Abpriifen der Kollinearitéit von drei Punkten' im P, @, R im RP?.
Wir hatten als Test [P,Q, R] = 0.
. beim Berechnen von Doppelverhéltnissen. Dies war definiert als

[A,C] i [B7D]

A B:CD) = pl B0

. beim Formulieren projektiver Eigenschaften, wie z.B., dass sechs Punkte
auf einem Kegelschnitt liegen. Dies war der Fall, wenn

[A, D, E|[B, C, E||A,C, F|[B, D, F]
— [A,C, E|[B, D, E][A, D, F||B,C, F] = 0.

. als Koordinateneintrage beim Berechnen der Pliicker Koordinaten eines
flats im RP?. Entsprachen die Zeilen von

1 Y1 21 W1
T2 Y2 22 w2
zwei Punkten im RP?, so ergaben sich die Pliicker Koordinaten der von

ihnen aufgespannten Geraden als ([z,y], [z, 2], [, w], [y, 2], [y, w], [z, w])T.

In diesem Kapitel wollen wir nun all diese Situationen von einem etwas ver-
einheitlichtem Standpunkt aus betrachten.

1 Wir haben nun einen Kenntnisstand erreicht, bei dem wir getrost auf die explizite Un-
terscheidung zwischen Reprasentanten und flats verzichten kénnen.

J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 133
DOI 10.1007/978-3-642-02530-3_9, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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9.1 Von Determinanten zu Punkten

Wir wollen unsere Uberlegungen mit einem Riickblick auf den Beweis von
Satz 8.2 beginnen. Dort haben wir gezeigt, dass eine Gerade durch ihre sechs-
dimensionalen Pliicker Koordinaten in RP? vollkommen eindeutig bestimmt
ist. Unsere Argumentation war dabei folgendermafien: Seien

9= (912,9137914,9237924,934)T

die Pliicker Koordinaten einer Geraden im RP®. Unter den Annahmen g =
P,V P, und g = P3V Py haben wir gezeigt, dass die Punkte P; und P, auf der
von P, und P, aufgespannten Geraden, also auf g, liegen. Somit lassen sich
P; und Py als Linearkombination P; = NPy + p; P (i € {3,4}) schreiben.
Setzen wir P; = (x;,y;, z;, w;) ", so ergibt sich in Matrixform

T3 ys z3 w3\ _ (A3 p3) (@1 Y1z wy

T4 Ya Z4 Wy A4 pa Ty Y2 22 W2 )
Nun sind aber die Pliicker Koordinaten von g nichts anderes als die 2 x 2-
Unterdeterminanten der beiden 2 x 4-Matrizen der obigen Gleichung.

T
g= 1 WY 1 21 T wq Y1 z1 Y1 w1 Z1 w1
T2 Y2 a2 22| |22 we |’ Y2 z2 ’ Y2 w2 T z2 we

bzw.

T
g= 3 Y3 T3 z3 Tr3 ws Ys z3 Ys ws 23 W3
Ty Yo | | T4 24| | T4 wa | | Ya 24|’ | Y wa | | 24wy

Mit anderen Worten erhalten wir das Folgende.

Sobald die Unterdeterminanten einer 2 x 4-Matriz feststehen,
st die Matriz bis auf eine Multiplikation von links
mit einer 2 x 2-Matriz eindeutig bestimmdt.

Wir kénnen diesen Sachverhalt auch ganz anders auffassen. Betrachten wir
die obigen 2 x 4-Matrizen, blofl diesmal aufgebaut aus den Spaltenvektoren
X = (x1,22)T, ..., W = (w1, ws) . Diese kénnen wir als die homogenen Ko-
ordinaten von vier Punkte auf der reellen projektiven Geraden RP* auffassen.
Die Multiplikation von links mit der 2 x 2-Matrix ist dann nichts anderes als
eine projektive Transformation auf RP'. Kennt man also die Determinanten

(X, Y], [X,Z], [X,W], [Y, Z], [Y,W], [Y, W],

so liegen die Punkte XY, Z, W bis auf eine projektive Transformation fest.
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9.2 Punktkonfigurationen

Die letzte Beobachtung gilt in einem viel allgemeineren Kontext. Betrachten
wir die Reprasentanten Pi, Ps, ..., P, von n Punkten im RP?. Kennt man
die Werte aller (d 4 1)x(d 4+ 1)-Determinanten, die aus diesen gebildet wer-
den koénnen, so kann man die Position der Punkte bis auf eine projektive
Transformation rekonstruieren.

Der Beweis hierfiir ist im Prinzip der gleiche wie wir ihn bereits fiir Satz 8.2
durchgefiihrt haben. Wir miissen die dort auftretenden Begriffe nur im ent-
sprechenden Kontext interpretieren. Dies soll im Folgenden explizit gesche-
hen. Um den technischen Aufwand minimal zu halten, wollen wir den Beweis
auf die projektive Ebene RP? eingeschriinkt durchfiihren. Fiir RP? ist die
Situation vollig analog.

Fiiri € {1,...,n} seien P, = (p;1,pi2,pi3) € R homogene Koordinaten
fiir n Punkte im RP? und P die aus ihnen gebildete 3 x n-Matrix

[ O
P: Pl P2 P3...Pn

Wir nennen eine solche Punktkonfiguration nicht-degeneriert, wenn diese
Matrix Rang 3 hat, also wenn nicht alle Punkte auf einer Geraden liegen. Als
eine Konsequenz des Basisaustauschsatzes gibt es fiir jeden Punkt P; min-
destens eine Basis (P;, Pj, Pi,) des R3, an der er beteiligt ist. Wir definieren
eine Abbildung

r:r3» - RrG)
P — ([P1, P2, P3], [Py, P2, Py], ..., [Pu_2, Ph_1,P,)])

und erhalten

Satz 9.1. Es seien P = (P, Ps,...,P,) € R3*™ und Q = (Q1,Q2,...,Qn) €
R3™ 2wei nicht-degenerierte Punktkonfigurationen mit I'(P) = I'(Q). Dann
gibt es eine 3 X 3-Matrix T mit Q =T - P.

Beweis. Der Beweis erfolgt, wie gesagt, analog zum Beweis von Satz 8.2.
0.B.d.A. kénnen wir wegen der nicht-Degeneriertheit der beiden Konfigura-
tionen annehmen, dass [Py, Ps, P5] = [Q1, @2, Q3] # 0 gilt. Es seien

~1 -1
] |

Tp = Pl P2 P3 und TQ = Ql Q2 QS
o b

Wir zeigen dass Tp - P = T - @ gilt. Die Matrix Tp - P hat die Form



136 9 Determinanten

D

av]

N

Abb. 9.1 Eine Konfiguration und ein projektives Bild derselben.

10056471 cee Tl
X:TPP: 01058472...33”72
00156473 ... T3

und hat die Spaltenvektoren X1 = e1, Xo = €9, X3 = e3,Xy,...,X,,. Da
X durch Multiplikation mit Tp aus P entsteht, gilt fiir beliebige 7,7,k €

{1,...,n}
[Xi, Xj, Xx] = [Tp - P;,Tp - P, Tp - Pi] = det(Tp) - [P;, P}, Py].

Somit gelten fiir ¢ € {4,...,n} die Beziehungen

Xii = les,e3,Xi] = [Xo9, X3, X;] = det(Tp)- [P, P3, P
Xio = —le1,e3, X;] = —[X1, X3, X;] = —det(Tp) - [P1, P3, Py
Xiz= len,e2, Xi] = [X1,X0,X5] = det(Tp)- [P1, P2, P

Die jeweils erste Gleichheit in jeder Zeile gilt, weil in der betreffenden
Determinante zwei Einheitsvektoren auftreten. Somit ergibt sich die Ma-
trix X vollstéindig aus den Werten der Determinanten, d.h. I'(P), ska-
liert mit dem Faktor det(Tp). Wegen [P, P, P5] = [Q1,Q2, Q3] gilt ferner
det(Tp) = det(Tg). Also erhilt man als T - Q genau die gleiche Matrix X.
Aus Tp - P =Tg - Q und det(Tg) # 0 folgt nun (Tg) " 'Tp - P = Q. O

Man kann also bis auf eine lineare Transformation aus den Werten von
I'(P) die Vektorkonfiguration P rekonstruieren. Interpretiert man die Spal-
ten von P als homogene Koordinaten von n Punkten im RP?, so bedeutet
dies, dass man aus den Werten von I'(P) bis auf projektive Transformation
eindeutig die Position der Punkte rekonstruieren kann.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt leider nicht direkt. Die Positionen von
Punkten P,..., P, im RP* legen noch nicht eindeutig die Werte von I'(P)
fest — auch nicht bis auf skalare Vielfache. Die Mehrdeutigkeit kommt durch
die Identifikation skalarer Vielfacher bei homogenen Koordinaten von Punk-
ten. Sie ist aber relativ einfach beschreibbar, wie das folgende Beispiel zeigt:
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Wir betrachten die beiden Konfigurationen in Abbildung 9.1. Die eine geht
aus der anderen durch eine projektive Transformation hervor. Wir erhalten
homogene Koordinaten, indem wir an die euklidischen Koordinaten im R?
einfach noch eine 1 anhéngen. Die beiden Koordinatenmatrizen ergeben sich
zu

0404 2 2 2 404 %0
P=1004426 umd Q@ = [0 0 3 3 1 9
1 111 11 1111 11

Die Werte von I'(P) sind somit

[P1, P, P3) =16  [P1,P3,Ps5] = —8 [P2,P3,P] =—16 [Pz, Ps5,Ps] = —8

[P1,P2, P4] =16 [P1,P3, Pﬁ] = -8 [Pz, P3,P5] =0 [P3, P4,P5] = -8
[P1,P2,P5] =8 [P1,Ps,P5] =0 [P2, P3,Pg] = —16 [P3, P4, Ps] =8
[P1,P2, Pﬁ] =24 [P1,P4, Pﬁ] =16 [Pz, P4,P5] =8 [P3, P5,P6] =8
[P1,P3,Py] = —16 [P1,Ps,Ps] =8 [P2, Py, Ps] =8 [P4, Ps, Pg] = —8

Fiir I'(Q) erhalten wir entsprechend

[Q1,Q2,Q3] =6 [Q1,Q3,Q5] = —4  [Q2,Q3,Q4] = —16 [Q2,Q5,Q¢] = —8
[Q1,Q2,Q4] =6 [Q1,Q3,Q6] = —12 [Q2,Q3,Q5] =0 [Q3,Q4,Q5] = -8
[Q1,Q2,Q5] =2 [Q1,Q4,Q5] =0 [Q2,Q3,Q6] = —24 [Q3,Q4,Q¢] =24
[Q1,Q2,Q6] =18  [Q1,Q4,Q6] =24 [Q2,Q4,Q5] =4 [Q3,Q5,Q¢] = 16
[@Q1,Q3,Q4] = 12 [Q1,Q5,Q6] =8 [Q2,Q4,Q5] =12 [Q4,Q5,Q6] = —16

Beide Punktkonfigurationen sind zwar iiber eine projektive Transformation
miteinander verbunden, die skalaren Vielfachen der homogenen Koordinaten
passen aber nicht zueinander. Reskalieren wir die Spalten der Matrix @ zu

Ri=4-Q1, Ro=4-Q2, R3=2-Q3, R4 =2-Q4, R5 =3-Q5, R = 1-Qs,
so erhalten wir

[R1,R2, R3] =192  [R1,R3,Rs] = —96 [R2,R3, R4] = —192 [R2, R5, Rg] = —96

[R1,R2,R4] =192  [R1,R3,Re] =96 [R2,R3,R5]=0 [R3, R4, R5] = —96
[R1, R2, R5] = 96 [R1,R4,R5] =0 [R2, R3, Rg] = =192 [Rs3, R4, Re] = 96
[R1, R2, Re] = 288 [R1, R4, R6] =192 [R2, R4, R5] = 96 [R3, Rs, Rg] = 96

[R1, R3, Ra] = =192 [R1,R5,Re] =96  [R2, R4, R5] = 96 [R4, R5, Rg] = —96

Somit gilt I'(R) = 12 - I'(P). Die Reskalierung kann im iibrigen allein auf
Ebene der Determinanten durchgefiihrt werden. Fiir die Reskalierung R; = 4-
(@1 z.B. muss jede Determinante, in der eine ()7 vorkommt mit 4 multipliziert
werden. Man kann i.A. den folgenden Satz zeigen.

Satz 9.2. Die Spalten zweier 3 x n-Matrizen P und Q) seien homogene Ko-
ordinaten zweier nicht-degenerierter Punktkonfigurationen. Die Konfigura-
tionen gehen genau dann durch eine projektive Transformation auseinander
hervor, wenn es Faktoren Ay, ..., N\, gibt, so dass fir alle i,j,k € {1,...,n}
gilt

[P;, Pj, Pr] = \idj Ak [Qi, Qj, Q-
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Beweis. Angenommen die Spalten von P und @) représentieren bis auf pro-
jektive Transformation die gleiche Punktkonfiguration in RP?. Dann gibt es
eine 3x3-Matrix T und eine reguldre nxn-Diagonalmatrix D mit der Eigen-
schaft, dass P = T - @ - D ist. Die Matrix D iibernimmt hier die Rolle der
Skalierung der einzelnen Punkte und hat die Diagonaleintriage di,...,d,.
Fiir die Spalten der Matrizen P gilt dann P, = d; - T - Q;. Setzen wir
Ai = d; - ¥/det(T), so gilt fiir beliebige 4,7,k € {1,...,n} wie gefordert
[P;, Pj, Pr] = \i\jAk[Qi, Qj, Q-

Es sei nun umgekehrt P und @ gegeben, so dass es Faktoren A1,..., )\,
gibt, so dass fir beliebige ¢,7,k € {1,...,n} die Bezichung [P;, P;, Py] =
AidjAk[Qi, Qj, Q) gilt. Insbesondere, wenn dieser Ausdruck ungleich 0 ist,
muss A; # 0, A\j # 0, und A # 0 gelten. Da aber jede Spalte in mindestens
einer Basis auftritt, sind alle \; ungleich 0. Wir betrachten nun die Matrix Q’
mit Spalten @} = \;Q;. Diese représentiert genau die gleiche Punktkonfigura-
tion wie Q Es gﬂt [PZ',Pj,Pk] = /\iAjAk[Qi,Qj,Qk] = [)\iQi,Aij,/\ka] =
(@}, Q}, Q] fitr alle i, j, k € {1,...,n}. Also gilt I'(P) = I'(Q’) und somit re-
prisentiert P nach Satz 9.1 bis auf eine projektive Transformation die gleiche
Punktkonfiguration wie @', also auch wie Q. a

9.3 Projektiv invariante Eigenschaften

Wir kénnen die Uberlegungen des letzten Abschnittes wie folgt interpretieren:
Unter Aspekten der projektiven Geometrie ist die Kenntnis der Determinan-
tenwerte I'( P) einer Punktkonfiguration genauso informativ wie die Kenntnis
der Konfiguration selbst. Wenn immer wir eine Eigenschaft einer Punktkonfi-
guration haben, die invariant unter projektiven Transformationen ist, so muss
sich diese allein aus den Determinantenwerten I'(P) ablesen lassen. Wir ha-
ben dafiir schon vielfiltige Beispiele kennen gelernt. Wir haben z.B. gesehen,
dass sechs Punkte A, ..., F' dann gemeinsam auf einem Kegelschnitt liegen,
wenn gilt

[A,D,E|[B,C,E][A,C,F][B,D,F|—[A,C,E|[B,D,E][A,D,F][B,C,F]=0.
Das Doppelverhéltnis (eine projektiv invariante Gréfie) war definiert als
(4, C)[B, D|/[A, D)B, C).
Vier Punkte auf einer Geraden waren in harmonischer Lage, wenn
[A,C||B, D] + [4, D][B,C] =0.

Wir wollen uns hier noch ein weiteres instruktives Beispiel fiir das Uberset-
zen einer projektiven Eigenschaft in ein Polynom aus Determinanten anschau-
en. Wann treffen sich drei Geraden, die jeweils von Punktepaaren aufgespannt
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[C, D, B)[E, F, A]
—[C, D, A|[E,F,B] =0

Abb. 9.2 Wann treffen sich drei von Punkten aufgespannte Geraden?

werden? Zunéchst bestimmen wir den Schnittpunkt P zweier Geraden AV B
und C'VD. Wir kénnen den Schnittpunkt natiirlich direkt iiber Kreuzproduk-
te als (A x B) x (C x D) berechnen. Hier sind wir aber an einer Darstellung
interessiert, welche moglichst auf Determinanten basiert. Wir wissen, dass
der Punkt einerseits auf der Geraden C'V D liegt, somit hat er fiir geeignete
A, 1 die Darstellung P = AC' + pD. Die Bedingung, dass dieser auch noch auf
AV B liegt, ist gegeben durch [4, B, P] = 0. Mittels des in Kapitel 5.1 kennen
gelernten Tricks Pliickers 1 kann man sofort die betreffenden Faktoren A und
1 angeben. Wir erhalten

P =[A,B,D|C - [A,B,C]D.

Durch einfaches Einsetzen kann man sofort bestétigen, dass der Punkt P auf
AV B liegt. Es gilt

[A,B,P] = [A, B,|A, B, DIC — [A, B,C]D]
= [A, B,C][A, B, D] — |A, B, D|[A, B,C] = 0.

Nun wollen wir sehen unter welcher Bedingung dieser Punkt P auch noch
auf einer Geraden E V F liegt. Dafiir setzen wir den Punkt P einfach in die
Bedingung [E, F, P] = 0 ein und erhalten

0=[E,F,P|=[E,F,A B,D|C — A, B,C|D]
= [E,F,C][A, B, D] — |E, F, D|[A, B,C).

Somit treffen sich die drei Geraden AV B, C'V D, E'V F genau dann, wenn
[E,F,C][A,B,D]| - [E,F,D|[A,B,C] =0

gilt. Wieder haben wir eine projektiv invariante Bedingung in eine Gleichung
umgewandelt, die man allein unter Kenntnis der Determinantenwerte aus-
werten kann. Bei ndherem Hinsehen stellt man fest, dass die Punkte der drei
Geraden in dieser Bedingung nicht vollkommen symmetrisch auftreten. Die
Punkte C und D treten in jedem Term in jeweils getrennten Determinanten
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Abb. 9.3 Der duale Satz zum Satz von Pappos.

auf, wihrend A, B bzw. E, F' nicht getrennt werden. Zur besseren Lesbarkeit
wurden die getrennten Buchstaben durch Fettdruck hervorgehoben. Alter-
nativ hdtten wir wegen der Symmetrie der Situation auch eine der beiden
folgenden Ausdriicke zum Test verwenden kénnen.

[A, B,E][C, D,F] — [A, B,F][C,D,E] =0,
[C,D,A][E, F,B] — [C,D,B][E,F,A] = 0

Bemerkenswert ist hier, dass es zum Abpriifen einer Eigenschaft verschiedene
gleichwertige Determinantenausdriicke gibt, in denen noch nicht einmal die
gleichen Determinanten vorkommen. Der néchste Abschnitt soll erkldren, wo
dieser Effekt herkommt.

Zuvor wollen wir aber an einem kleinen Beispiel sehen, wie niitzlich die
Determinantenschreibweise und das Ausdriicken von Eigenschaften durch De-
terminantenpolynome sein kann um Inzidenzsiitze aus der projektiven Geo-
metrie zu beweisen. Aus Kapitel 3 kennen wir den dualen Satz zum Satz von
Pappos (vgl. Abbildung 9.3). Sind in der dort gezeigten Konfiguration alle
gezeigten Inzidenzen bis auf eine vorhanden, so folgt die letzte automatisch.
Mit den inneren Punkten A,...,F kann man diesen Satz folgendermaflen
formulieren: Treffen sich die Geraden AV D, C'V B, EV F und ebenso C'V F,
E Vv D, AV B so treffen sich automatisch auch die Geraden EV B, AV F,
C Vv D. Die Bedingungen der beiden Hypothesen kann man durch

[B,C,E||A, D, F] = [B,C, F|[A, D, E]
[C, F, B][D, E, A] = [C, F, A||D, E, B]
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ausdriicken. Multipliziert man die beiden linken und die beiden rechten Seiten
und kiirzt? die Determinanten heraus, die auf beiden Seiten auftreten, erhalt
man

[F,A,C|E,B,D] = [F, A, D][E,B,C].

Dies ist genau die Konklusion des dualen Satzes zum Satz von Pappos.

9.4 Grassmann-Pliicker-Relationen

Wir haben bisher einen ganz wichtigen Aspekt beim Rechnen mit Determi-
nanten ausser Acht gelassen.

Die Determinantenwerte I'(P) sind nicht voneinander unabhingig.

Kennt man bestimmte dieser Werte, so kann man die restlichen Determinan-
ten daraus berechnen. Somit kann der Wert von I'(P) nicht beliebig sein.

Er ist eine echte Teilmenge von R(a%). Wir sind derartigen Abhéngigkeiten
schon in verschiedenen Zusammenhéngen begegnet. In Abschnitt 4.4 haben
wir gesehen, dass fiir Doppelverhiltnisse die Beziehung

(A,B;C,D)=1-(A,C;B,D)
gilt. Dies war eine Konsequenz der Determinantengleichung

In Abschnitt 8.4 haben wir beobachtet, dass der Join g V g der Pliicker
Koordinaten einer Geraden g mit sich selbst verschwinden muss. Sind die
Pliicker Koordinaten von g = (g12, 913, 914, 923, 924, g34), S0 ist 0 = gV g =
2 (912934 — 913924 + g14923). Betrachtet man die g;; als Unterdeterminanten
einer 2x4-Matrix mit Spalten A, B, C, D, so hat diese Gleichung ebenfalls die
Gestalt

[A, B][C, D] — [A,C||B, D] + [A, D][B,C] = 0.

Man nennt eine solche Gleichung dieser Form eine Grassmann-Plicker-
Relation. Derartige Gleichungen treten fiir allen Dimensionen auf und kénnen
letztlich als ein Ausdruck der Spaltenentwicklung von Determinanten aufge-
fasst werden. Im RP? gilt® die folgende Grassmann-Pliicker-Relation.

[A,B,C|[D,E,F]—[A,B,D][C,E,F|+[A,B,E|[C,D,F]—[A,B,F][E,C,D]=0

Diese Gleichung gilt fiir beliebige Vektoren A, ..., F € R3. Man kann durch
sie verstehen, warum es fiir die im letzen Abschnitt hergeleiteten Schnittbe-

2 unter Ausnutung der Tatsache, dass ein zyklisches Verschieben der Spalten einer 3 x 3-
Matrix deren Wert nicht dndert.

3 wir werden dies gleich zeigen.
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dingungen fiir AV B, C'V D und E V F mehrere Darstellungen als Determi-
nantenpolynom gibt. Wir haben beispielsweise gezeigt, dass diese Schnittbe-
dingung durch

[A,B,C|[D,E,F|—[A,B,D][C,E,F] =0

charakterisiert ist. Dies ist aber genau die erste Hélfte der obigen Grassmann-
Pliicker-Relation. Verschwindet also dieser Ausdruck, so muss auch automa-
tisch die zweite Hilfte der Grassmann-Pliicker-Relation verschwinden. Somit
gilt auch automatisch

[A, B,E][C, D,F] — [A, B,F|[C, D, E] = 0.

Dies war genau eine der weiteren Schnittbedingungen, die wir in 9.3 herge-
leitet hatten.

Anstatt eines allgemeinen Beweises fiir Grassmann-Pliicker-Relationen in
beliebiger Dimension anzugeben, werden wir uns hier explizit auf die beiden
Fille RP' und RP? beschriinken, da die einfach zu verallgemeinernde Struk-
tur des Beweises hier schon sichtbar wird. Es gibt sehr viele Moglichkeiten die
Grassmann-Pliicker-Relationen zu beweisen, letztlich muss man die Determi-
nanten nur alle expandieren, die Terme ausmultiplizieren und nachweisen,
dass sich in der Summe alles weghebt. Wir wollen jedoch einen Beweis an-
geben, der die Beziehung zu Determinantenentwicklungen nach einer Zeile
deutlich macht.

Die Situation in RP'. Wie wollen zeigen, dass fiir beliebige Vektoren
A, B,C, D € R? die Formel

[A, B][C, D] — [A,C)[B, D] + [A, D][B,C] =0 (9.1)

gilt. O.B.d.A kénnen wir annehmen, dass mindestens eine der beteiligen De-
terminanten nicht verschwindet. Es sei dies [A4, B]. Sei nun T eine beliebige
2 x 2-Matrix. Wir kénnen wegen

[TA,TB|[TC,TD] — [T A, TC|[TB,TD]+ [T A,TD|[TB,TC)|
= det(T)? - [4, B][C, D] — A, C][B, D] + [A, DB, C]

annehmen, dass A = e; und B = e, Einheitsvektoren?® sind. Setzen wir ferner
C = (c1,¢2)T und D = (dq,d2)T, so lisst sich die zu beweisende Relation als

10 . C1 d1 . 161 . 0d1 + 1d1 . 061
01 C2 d2 OCQ 1d2 OdQ 162

c1 d
= 1 {C; d;} - c - (-d) + d - (-a1) =0

4 Gegebenenfalls transformieren wir mit der Matrix T = (A, B)~!.



9.4 Grassmann-Pliicker-Relationen 143

schreiben. Die zweite Zeile verdeutlicht, dass es sich dabei im Prinzip um eine
Entwicklung von
c1 dy
o]

Die Situation in RP?. Im Prinzip ist die Struktur des Beweises die glei-
che. Die Entwicklung nach der letzten Zeile tritt noch etwas deutlicher zu
Tage. Wir wollen zeigen, dass fiir beliebige sechs Vektoren A,..., F im R3
die Beziehung

nach der letzen Zeile handelt.

[A,B,C||D,E,F]—[A,B,D]|C,E,F|+[A,B,E|[C,D,F]—-[A,B,F][E,C,D]=0

gilt. Wie zuvor kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass A = e1, B = e3, C = €3
die drei Einheitsvektoren sind. Somit schreibt sich die Grassmann-Pliicker-
Relation als

1007[dy e1 f1 10 dy 0 e f1 10 e 0 dy f1 10 f1 0 dy e

010 |[dyeg fo |—|01dy|[O0 ez fo |+]0 1 ex 0dy fo |—|01 fo 0 do eg

001 d3 e3 f3 0 0 d3 1 e3 f3 00 e3 1 d3 f3 00 f3 1 d3 e3
dy er f1 f dy f a4

= 1. dy ey fo |— dg [‘31 1}+ e3 [1 1]7 f3 [1‘31}=o
[43 e5 fa ez f2 d2 f2 dg ez

Wieder beweist die in der letzen Zeile stehende Formel die Grassmann-
Pliicker-Relation.

Um ein paar iiberraschende Querbeziige zu demonstrieren, wollen wir in
RP? noch einen weiteren Beweis der Grassmann-Pliicker-Relation skizzieren.
Hierzu sei zunéchst bemerkt, dass (wie aus der Linearen Algebra hoffentlich
bekannt) der Absolutbetrag der Determinante

ay bl C1
A(A,B,C) = | ag by 2
1 1 1

genau das Doppelte der Dreiecksfliche eines im R? aus den Punkten A =
(a1,a2)”, B = (by,b2)", C = (c1,c2)T gebildeten Dreiecks ist. Das Vorzeichen
gibt an, ob die Punkte im oder gegen den Uhrzeigersinn angeordnet sind. Mit
einem #hnliche Argument® wie vorher kénnen wir annehmen, dass 0.B.d.A
A = e, B = ey, sowie keiner der weiteren Punkte ein Fernpunkt ist. Die
Punkte C, D, E, F reskalieren wir nun so, dass die letze Vektorkomponente
zu 1 wird. Die Grassmann-Pliicker-Relation liest sich jetzt als

10c¢; di ey f1 10dy c1 e f1 10ey c1 d1 f1 10 f1 c1 dy e
01 co dg ey fo | — | 01dy coex fo |+ | 01eg codg fo | — |01 fo cgdy ey | =0.
00 1 11 1 00 11 1 00 1 11 1 00 11 1

5 Bei Bedarf wenden wir eine projektive Transformation an.
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D D D
c c c
AR
F F F

Abb. 9.4 Grassmann-Pliicker-Relation als Flachenformel.

Driickt man dies als orientierte Dreiecksflichen aus, so ergibt sich bis auf
einen Faktor 2

A(D,E,F) — A(C,E,F) + A(C,D,F) — A(C, D, E) = 0.

Wie man sich unschwer geometrisch klar machen kann, gilt dies fiir beliebige
Positionen von C, ..., F. Betrachtet man die konvexe Hiille dieser Punkte,
so gibt es zwei Moglichkeiten mit Dreiecken® die Hiille zu {iberdecken. Bei-
de Moglichkeiten sind flichengleich — dies ist genau die Grassmann-Pliicker-
Relation. Abbildung 9.4 verdeutlicht dies fiir eine Lage der Punkte. Dem
Leser ist an dieser Stelle empfohlen, sich die Situation der Vorzeichen und
Orientierungen genau klar zu machen und auch die Situation, bei der einer
der Punkte in der konvexen Hiille der anderen liegt, zu verdeutlichen.

Einige abschlielende Bemerkungen sollen unsere Betrachtungen iiber die
Grassmann-Pliicker-Relationen abrunden.

e Betrachten wir im RP? die Pliicker Koordinaten eines flats vom Rang k,
so miissen diese die Grassmann-Pliicker-Relationen erfiillen. Der Grund
hierfiir ist, dass die einzelnen Koordinateneintriage ebenfalls aus Determi-
nanten gebildet werden. So erklért sich auch, dass eine Gerade, obwohl sie
sechs Koordinateneintrage hat, nur 4 reelle Freiheitsgrade besitzt. Einer
wird durch die Homogenisierung “verschluckt” und ein weiterer durch die
Grassmann-Pliicker-Relation. I.A. hat ein flat vom Rang k im RP? genau
k- (d+1— k) reelle Freiheitsgrade.

e Fiir Punktkonfigurationen P kann wie gesagt der Determinantenvektor
I'(P) nicht beliebig sein. Er muss, wie wir eben gezeigt haben, zumin-
dest die Grassmann-Pliicker-Relationen erfiillen. Dies ist allerdings be-
reits ausreichend. Man kann zeigen, dass es fiir jeden Determinantenvek-
tor I', der diese Relationen erfiillt auch tatséichlich eine Punktkonfigura-
tion P mit I'(P) = I gibt.

e Aufler den Grassmann-Pliicker-Relationen gibt es noch weitere Relatio-
nen, die die Determinanten erfiillen. Diese sind jedoch allesamt Konse-
quenzen aus den Grassmann-Pliicker-Relationen.

o Im RP? lautet die Grassmann-Pliicker-Relation folgendermafien: Es seien
Ay, ..., Aqund By,...,Bgio Vektoren aus R, Um eine Determinante

% mit Eckpunkten aus {C,..., F}.



9.5 Exkurs: Computergestiitzes Beweisen 145

zu bilden, haben die A;’s ein Element zu wenig und die B;’s ein Element
zu viel. Die Grassmann-Pliicker-Relation entsteht nun dadurch, dass auf
alle moglichen Arten ein Vektor B; zu den A;’s hinzugenommen wird und
alternierend aufsummiert wird. Somit erhélt man das Bildungsschema

d+2 , e
> (=1)'[A1,..., A4, Bi][By, ..., Bi,..., Bayal, (9.2)

i=1

wobei die Notation E das Weglassen des Vektors B; bedeuten soll.

9.5 Exkurs: Computergestiitzes Beweisen

Beweisen zéhlt zu den Hauptaufgaben in einem Mathematikerleben. Insbe-
sondere die Elementargeometrie ist ein beliebtes Spielfeld, um bereits auf
Schulniveau das strenge mathematische Beweisen zu tiben. “Zeigen Sie, dass
sich die Hohen im Dreieck in einem Punkt schneiden”, “Zeigen Sie den Satz
von Thales”, etc. sind iibliche elementare Trainingsszenarien. Mit Hilfe von
Determinanten und Grassmann-Pliicker-Relationen ist es moglich, einige Be-
weise geometrischer Sétze soweit vorzustrukturieren, dass die Beweise sogar
mit relativ einfachen Mitteln automatisch per Computer gefunden werden
konnen. Wir beschrdnken uns hier zunédchst auf einfache projektive Sétze,
in denen nur Punkte, Geraden und Inzidenzrelationen vorkommen. Solch ein
Satz hat typischer Weise die folgende Form:

Wenn diese und diese und diese Punktetripel kollinear sind, (und bestimmte andere
Punktetripel nicht kollinear sind), so ist automatisch auch ein weiteres Punktetripel
kollinear.

Nehmen wir als Beispiel einen bekannten Satz aus der projektiven Geometrie,
den Satz von Desargues (vgl. Abbildung 9.5). Dieser kann folgendermafen
formuliert werden:

In der projektiven Ebene seien zehn Punkte 0,1,2,...,9 gegeben. Sind die Punkte-
tripel (1,2,3), (1,4,0), (1,5,9), (2,4,8), (2,6,9), (3,5,6), (3,8,0), (4,7,9), (5,7,0)
jeweils kollinear und fallen keine der durch diese Punktetripel gegebenen Geraden
zusammen, so ist automatisch auch (7,6,8) kollinear.

Es gibt diverse Moglichkeiten diesen Satz elementargeometrisch oder analy-
tisch zu beweisen. Wir wollen hier aber auf einen speziellen Beweis eingehen,
der strukturell (wenn auch nicht so richtig elementar) sehr einfach ist. Die
Kollinearitdt der Punkte 1,2,3 lédsst sich durch das Verschwinden der De-
terminante [123] ausdriicken”. Betrachten wir nun die folgende Grassmann-
Pliicker-Relation

7 Zur verbesserten Lesbarkeit lassen wir die Kommas in den Determinanten einfach weg.
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(1,2,3) = [125][134] = [124][135]
(1,4,0) — [148][103] = [143][108]
(1,5,9) = [156][192] = [152][196]
(4,2,8) = [421][487] = [427][481]
(9,2,6) = [924][961] = [921][964]
(0,8,3) — [081][035] = [085][031]
(4,7,9) —> [472][496] = [476][492]
(5,3,6) — [531][567] = [537][561]
(5,7,0) —> [573][508] = [578][503]
(7,6,8) oder (7,4,5) <= [764][785] = [765][784]

Abb. 9.5 Der Satz von Desargues und sein Beweis.

[123][145] — [124][135] + [125][134] = 0.
——
=0
Sind die Hypothesen des Satzes erfiillt, so bewirkt dies das Verschwinden
des ersten Summanden in dieser Gleichung und es gilt somit

[125][134] = [124][135].

Die nicht-degeneriertheits-Bedingungen (kein Geradenpaar in Abbildung 9.5
darf zusammenfallen) bewirken, dass alle Determinanten in dieser Gleichung
ungleich Null sind. Nun wiihlen wir eine Gleichung der Form [abz][acy] =
[aby][acx] fiir jedes der acht Hypothesentripel (a,b,c) aus. Hierbei kénnen
wir die Wahl der betreffenden x und y auf so geschickte Weise treffen, dass
das Folgende passiert: Die betreffenden Gleichungen wurden in Abbildung
9.5 (rechts) in den oberen acht Zeilen aufgelistet. Multipliziert man alle linke
Seiten und alle rechten Seiten und kiirzt jede Determinante heraus, die auf
beiden Seiten auftaucht®, so bleiben am Schluss nur noch zwei Determinanten
auf jeder Gleichungsseite iibrig (zehnte Zeile des Beweises). In diesem kon-
kreten Fall konnen diese aber wieder als Fragment der Grassmann-Pliicker-
Relation
[768][745] —[764][785] + [765][784] = 0

=0

aufgefasst werden. Somit muss [768][746] = 0 gelten, was impliziert, dass ent-
weder (7,6,8) oder (7,4, 5) kollinear sein miissen. Letzteres wird aber durch
die nicht-degeneriertheits Bedingung ausgeschlossen, so dass die Kollinearitét
von (7,6, 8) folgt. Beim Herauskiirzen ist noch zu beachten, dass Vorzeichen

8 das Kiirzen ist zuléssig, da alle beteiligten Determinanten nicht verschwinden.
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conic: = [125][136][246][345] = [126][135][245][346]
(1,5,9) = [517][592] = [512][597]
(1,6,8) = [612][683] = [613][628]
(2,4,9) = [245][297] = [247][295]
(2,6,7) = [247][286] = [246][287)]
(3,4,8) = [346][385] = [345][386]
(3,5,7) = [513][587] = [517][583]
(9,8,7)— [728][759] = [729][753]

Abb. 9.6 Der Satz von Pascal.

entsprechend der alternierenden Determinantenregeln beriicksichigt werden
miissen.

Das Auffinden des eben beschriebenen Beweises lédsst sich auf relativ ein-
fache Weise automatisieren. Man erzeugt zunichst fiir die Hypothesen des
Satzes alle mogliche Ausdriicke der Form [abx][acy] = [aby][acz], die unter
Annahme der Hypothesen automatisch gelten miissen (a, b, ¢ kommen hierbei
von einem Tripel und z, y sind beliebige andere Punkte der Konfiguration).
Danach iiberpriift man, ob sich eine Teilmenge dieser Gleichungen so kombi-
nieren lasst, dass durch Herauskiirzen der auf linken und rechten Seiten auf-
tauchenden Determinanten ein Fragment einer Grassmann-Pliicker-Relation
entsteht, aus dem man die Konklusion folgern kann.

Auf den ersten Blick ist dies ein gewaltiger (aber prinzipiell einfacher)
Suchprozess. Immerhin gibt es bei n Punkten und k& Hpothesentripeln (g)
Determinanten und 6 - & - (";‘3) in Frage kommende Grassmann-Pliicker-
Relationen. Auf den zweiten Blick kann man das Problem aber als die Suche
nach einer geeigneten Linearkombination der Konklusion aus den Hypothe-
sen auffassen, indem man auf beide Seiten jeder Gleichung den Logarithms
anwendet und damit das Determinantenprodukt in eine Summe umwandelt.
Diese linearisierte Version lasst sich computergestiitzt selbst fiir grofie Punkt-
konfigurationen in vertretbar kurzer Zeit durchrechnen.

Die eben beschriebene Methode (und deren Variationen) ist erstaunlich
miéchtig und es gibt eine riesige Anzahl an spannenden Beispielen, die sich so
beweisen lassen. Wir wollen uns hier auf zwei weitere Beispiele beschréinken.
Abbildung 9.6 zeigt den Satz von Pascal. Liegen sechs Punkte auf einem Ke-
gelschnitt, und zeichnet man die angegebenen Linien ein, so liegen die drei
Schnittpunkte der Linienpaare kollinear. Mit unseren Uberlegungen aus Ka-
pitel 5.1 ldsst sich auch die Kegelschnittbedingung auf die Form “Produkt
von Determinanten ist gleich Produkt von Determinanten” bringen, und so-
mit in das beschriebene Beweismuster einbauen. Setzt man wieder die nicht-
degeneriertheits-Bedingung, dass keine der Geraden zusammenfallen diirfen,
voraus, so sind alle Determinanten in den Gleichungen ungleich Null. Von
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den beiden moglichen Konklusionen aus der gefolgerten Gleichung (7,8,9)
oder (2,5,7) ist durch die Nichtdegeneriertheit nur die Erste zuléissig.

Das zweite Beispiel ist eine Konfiguration von 10 Punkten, die gar nicht
realisierbar ist. Es gibt in der projektiven Ebene keine zehn Punkte, die die
in Abbildung 9.7 angedeuteten Kollinearitaten erfiillen, ohne dabei weitere
Kollinearitiaten zu erzeugen. Bei genauem Hinsehen erweist sich die “Gerade”
(5,6,0) in der Zeichnung als leicht gekriimmt. Fiittert man die geforderten
Kollinearitéten in den Beweiser, so kann dieser die folgende Gleichungsmenge
herauskristallisieren.

(1,2,9) — [128][179] = +[127][189]
(1,3,6) = [146][130] = —[134][160]
(1,4,8) — [124][168] = —[128][146]
(2,3,5) = [234][250] = —[245][230]
(2,4,7) — [127][245] = —[124][257]
(3,0,4) — [134][230] = +[130][234]
(0,5,6) — [160][570] = +[150][670]
(7,5,9) = [157][789] = —[179][578]
(8,6,9) — [189][678] = —[168][789]
(7,8,0) — [578][670] = +[570][678]
(5,1,2) oder (5,7,0) <= [157][250] = +[150][257]

Herauskiirzen aller sowohl links als auch rechts auftretenden Determinan-
ten fiithrt zur Gleichung [157][250] = [150][257], welche entweder die Kolli-
nearitiat von (5,1,2) oder von (5,7,0) zur Folge hat. Beide Kollinearitéiten
fiihren zum Teilkollaps der gezeigten Konfiguration.

Abschliefend sei noch erwihnt, dass sich durch Einbeziehen der Punkte I
und J mit dieser Methode nicht nur projektive, sondern auch eine grofie Zahl
euklidischer geometrischer Theoreme (z.B. Schnittpunktséitze von Héhen,
Mittelsenkrechten und Winkelhalbierenden) beweisen lassen. Dem eifrigen
Leser sei das Auffinden solcher Beweise (oder noch besser das Implementie-
ren eines Beweisers) als Ubung iiberlassen.

Abb. 9.7 Eine nicht-realisierbare Konfiguration.
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Ubungsaufgaben

1. Gegeben seien die paarweise verschiedenen Punkte A, ..., I der euklidischen Ebene.

Geben Sie ein Determinantenpolynom an, welches genau dann verschwindet, wenn der
Schnittpunkt der Geraden durch A und B sowie durch C und D, der Schnittpunkt der
Geraden durch F und F' sowie durch G und H, und der Punkt I auf einer Geraden
liegen.

. Folgern Sie die Grassmann-Pliicker-Relation
[TvA) B][T7 07 D] - [T7 A7 C][T) B7 D] + [T7 A7 D][T7 B) C] =0
aus dem allgemeinen Schema (9.2).

. Zeigen Sie die Grassmann-Pliicker-Relation (9.1), indem Sie wie folgt vorgehen:

a) Begriinden Sie, warum 0.B.d.A. A = (1,007, B = (b, )T, C = (¢,1)T und
D = (d,1)T gewihlt werden kann.

b) Entwickeln Sie die Determinanten der Grassmann-Pliicker-Relation.

¢) Folgern Sie die Grassmann-Pliicker-Relation, indem Sie die entwickelten Deter-
minanten als gerichtete Strecken zwischen den Punkten b, ¢, d auffassen.

. Zeigen Sie noch einmal die Grassmann-Pliicker-Relation (9.1). Dieses Mal aber mit-
hilfe der Cramerschen Regel, indem Sie sich wieder an den folgenden Teilaufgaben
orientieren:

a) Bestimmen Sie mithilfe der Cramerschen Regel die Losung des linearen Glei-
chungssystems (A, C) - x = B. Setzen Sie hierbei [A, C] # 0 voraus.

b) Folgern Sie [B,C]- A+ [A,B]-C —[A,C]- B =(0,0)T.

¢) Schliefien Sie letztlich auf die Grassmann-Pliicker-Relation.

. Gesucht ist eine Punktkonfiguration P € R36 zu einem Determinantenvektor I" €

6
R(3) mit den folgenden Werten:

[P1, P2, P3| = 2 [P1, P3, Ps] = 17
[P1, P2, Pyl = —4 [P1, P3, Ps] = 18
[P1, P2, Ps]| = 5 [P2, P53, Py = — 20
[P1, P2, Ps] = 6 [P2, P3, P5]| = 9
[P1,P3, Py = — 34 [P2, P3, Ps| = 8.

a) Bestimmen Sie die iibrigen Werte von I', so dass I' alle Grassmann-Pliicker-
Relationen erfiillt.
b) Finden Sie eine Punktkonfiguration P € R3:6 mit I'(P) =TI

5
6. Im Folgenden sind die Werte eines Determinantenvektors I" € R(2) gegeben.

[P1,P2]= —1 [P2, P4] = 2
[P1, P3] = 3 [P, Ps]= —3
[P1, P4] = 1 [P3,Ps]= —2
[P, Ps]= —4 [Ps,Ps]= —7
[P2, P3] = 4 [P4, Ps] = 5

a) Uberpriifen Sie nun, ob es zu diesen Werten tatsiichlich eine Punktkonfiguration
P € R?'® gibt.

b) Wenn ja, skizzieren Sie eine mégliche Konfiguration. Andernfalls &ndern Sie I" so
ab, dass Sie eine realisierbare Punktkonfiguration erhalten. Dabei soll nur eine
minimale Anzahl von Determinanten gedndert werden.
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Kreisgeometrie

Es gibt manchmal Dinge in der Mathematik, die, wenn man sie zum ersten
Mal sieht, wie ein Taschenspielertrick anmuten: man darf die ganze Zeit zuse-
hen, beobachtet alles, und doch wundert man sich, dass die Miinze plotzlich
hinterm Ohr hervorgeholt wird.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit einer moéglichst giinstigen Darstellung
von Kreisen beschéftigen. Hierbei werden wir feststellen, dass, je nachdem an
welcher Problemstellung man gerade interessiert ist, es giinstig ist, diese als
Vektoren im R* bzw. homogen im R® einzubetten. Die Kreise entsprechen
dabei Punkten auf einer Quadrik. Punkte und Geraden der Ebene treten
als spezielle Extremalfiille von Kreisen mit sehr kleinem bzw. sehr grofiem
Radius auf und haben auch ihre Entsprechung auf der Quadrik. Eine spezi-
ell angepasste Bilinearform {(-,-)) ermdglicht es, eine Bedingung herzuleiten,
aus der man schlieffen kann, ob sich zwei Objekte beriihren. Dies wird dann
durch das Verschwinden der Bilinearform ausgedriickt. Geeignetes Dehomo-
genisieren und wiederum eine andere Bilinearform (-, -) ermoglicht es, den
Schnittwinkel zweier Objekte als Arkuskosinus ihres Produkts zu berechnen.

Obgleich es sich bei der Kreisgeometrie um ein extrem beziehungsreiches
Gebiet handelt — mit Auswirkungen bis in die Relativitidts- und Quanten-
theorie — und man tiber die Darstellung von Kreisen ganze Biicher schreiben
kann, wollen wir hier recht pragmatisch vorgehen. Wie immer soll der Fo-
kus auf die resultierenden Rechenverfahren gerichtet werden. Wir wollen den
Herleitungen (die bewusst elementar gehalten sind) dennoch kurz die zu er-
zielenden Ergebnisse voran stellen. Angemerkt sei an dieser Stelle noch, dass
das Darstellen einer niederdimensionalen geometrischen Struktur als Punkte,
die einer speziellen Bedingung geniigen, in einem hochdimensionalen projek-
tiven Raum fiir uns nichts Neues ist. So ist z.B. eine Gerade im dreidimen-
sionalien Raum auch am besten durch einen sechsdimensionalen reellen Vek-
tor (g12, 913, 914, 923, 924, g34)* , ihre Pliicker-Koordinaten, dargestellt. Eben-
so wie bei den Kreisen muss solch ein Vektor, damit er von einer Geraden
herriihrt, eine bestimmte quadratische Bedingung g12934 — 913924+ g14923 = 0
erfiillen.

J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 151
DOI 10.1007/978-3-642-02530-3_10, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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10.1 Was wir erreichen wollen

Wir geben zunéchst konkret eine geeignete Darstellung von Kreisen als Vekto-
ren im R® an. Hierzu betrachten wir einen Kreis ¢ mit Mittelpunkt (mg, my)7
und Radius 7. Wir ordnen ihm den fiinfdimensionalen reellen Vektor

(1 +m +m2 —1r2)/2

(I-m —mg+r)/2
C.=cC= My
My
r

zu. Man nennt c. die Lie-Koordinaten von ¢. Wir fassen diesen Punkt als
einen speziellen homogenen Repriisentanten fiir einen Punkt im RP* auf, d.h.
von Null verschiedene Vielfache von ¢ sollen den gleichen Kreis représentie-
ren. Eine Dehomogenisierung auf die obige Standardform ist leicht moglich,
da in ¢ die Summe der ersten beiden Koordinateneintréige gleich 1 ist. Man
muss zur Umrechnung also gegebenenfalls nur durch die Summe dieser beiden
Eintrage teilen. Die Werte fiir m, und m, konnen natiirlich beliebig aus R
sein. Auch fiir den Radius r werden wir beliebige Werte aus R, insbesondere
auch Werte < 0, zulassen — in der Kreisgleichung (z —my)? + (y —my)? = r?
geht r lediglich quadratisch ein, so dass fiir gegebenen Mittelpunkt m die
Werte 7 und —r zum gleichen Kreis fithren. Wir wollen das Vorzeichen von
r benutzen um den Kreisen einen Umlaufsinn zuzuordnen. Ist r positiv, so
soll der Kreis mathematisch positiv, also gegen den Uhrzeigersinn orientiert
sein. Ist r negativ, so soll er im Uhrzeigersinn orientiert sein. Ist 7 = 0 so ist
der Umlaufsinn egal und der Kreis ist zu einem Punkt degeneriert.

Weiterhin definieren wir noch eine spezielle Bilinearform ((-, -)), so dass fiir
P = (p1.p2,p3,p4,p5)" und @ = (41,42, 43,94, 95)" die Defininition

(p,q)) = —p1q1 + p2g2 + P3g3 + Paqs — P5Gs5

gilt. Die Menge der Punkte {p € R% | {(p, p)) = 0} nennt man die Lie-Quadrik
L. Diese entspricht einer Quadrik im RP*, da mit p € £ auch automatisch
Ap € L gilt (A € R*). Man rechnet leicht nach, dass die Koordianten ¢ eines
jeden (orientierten) Kreises ¢ auf der Lie-Quadrik liegen.

Damit werden fast alle Punkte auf £ erfasst. Die wenigen, die nicht er-
fasst wurden, entsprechen entweder Punkten (Kreisen vom Radius 0) oder
ebenfalls orientierten Geraden (Kreisen vom Radius co). Durch die Bedin-
gung ((p,q)) = 0 kann man orientiertes Beriihren der beteiligten Objekte ab-
priifen. Hierbei sagen wir, dass sich zwei Objekte orientiert beriihren, wenn sie
sich berithren und am Beriihrpunkt die Orientierung in die gleiche Richtung
zeigt. Abbildung 10.1 zeigt einige Kreise, bei denen fiir je zwei sich beriithren-
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Abb. 10.1 Orientierte Kontakt zwischen Kreisen

de Kreise auch eine orientierte Beriihrung vorliegt!. Wir werden spiter noch
prézisieren, was genau orientierte Berithrung fiir Geraden bedeutet.

Mit einer bestimmten Dehomogenisierung hat man auch sehr guten Zugriff
auf die Schnittwinkel, unter denen sich orientierte Objekte treffen. Dehomo-
genisiert man geméf

b1

b1
bz 1| p2
p=|p3s|+— — =D(p)
ps | P3
b yZ
Ps

und betrachtet die spezielle Bilinearform

(p,q) = —p1g1 + P2g2 + P393 + Paqa

zweier Vektoren p = (p1,p2,p3,04)" ¢ = (41,02,93,q2)" € R*, so ergibt
sich der Schnittwinkel zweier in homogenen Lie-Koordinaten p, q gegebenen
orientierter Objekte p und g zu

Z(p,q) = arccos(D(p), D(q))-

Dem aufmerksamen Leser wird schon aufgefallen sein, dass wir fiir Lie-
Koordinaten von Objekten Fettdruck verwendet haben, wohingegen selbst
die Objekte nicht fett gedruckt werden. Des Weiteren haben wir auch nicht

1 Eine gute Eselsbriicke zum orientierten Kontakt ist es sich die Kreise als drehende
Zahnréder vorzustellen.
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IV

Abb. 10.2 Orientierte Kontakt zwischen Kreisen

mittels Gro- und Kleinschreibung unterschieden. Der Grund hierfiir ist, dass
nun Punkte, Geraden und Kreise zur selben Klasse gehorten, sie sind ndmlich
allesamt Punkte auf der Lie-Quadrik. Im Folgenden werden wir diese Notati-

on fortfithren. Die Beziehungen werden aber jeweils aus dem Zusammenhang
klar.

10.2 Schnittwinkel

Anstatt einfach nachzurechnen, dass die im letzen Abschnitt angegebenen
Rechenverfahren das Gewiinschte leisten, wollten wir hier nachzeichnen, wie
man von einfachen elementargeometrischen Uberlegungen zu den oben be-
schriebenen Formeln und geometrischen Interpretationen kommt.

Wir werden unsere Argumentation so aufziehen, dass wir uns zunéchst
mit Schnittwinkeln zweier Kreise beschéftigen. Hierzu seien zwei gew6hnliche
(nicht-orientierte) Kreise ¢; und co mit den Kreisgleichungen

(x —mg)? + (y — my)2 =72 und (z— M,)?+ (y — My)2 = R?

gegeben. Abbildung 10.2 zeigt die beiden Kreise. Liegen diese nahe genug bei-
einander, so haben sie zwei Schnittpunkte. Legt man an einen dieser Punkte,
nennen wir ihn S, Tangenten an beide Kreise an, so schneiden sich diese unter
einem gewissen Winkel. Wir verstehen unter dem Schnittwinkel a der beiden
Kreise den Winkel, den die beiden Tangenten auflerhalb der beiden Kreise
bilden (in der Abbildung blau)?. Wir wollen an dieser Stelle gleich orientier-
te Kreise heranziehen und die Definitionen darauf abstimmen. Im Fall der

2 Hitten wir zur Definition den anderen Schnittpunkt herangezogen ergibe sich aus Sym-
metriegriinden der gleiche Winkel
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Abb. 10.3 Orientierte Schnittwinkel zwischen Kreisen

obigen Abbildung betrachten wir die Kreise als gegensinnig orientiert. Die
Kreisorientierungen induzieren ebenso eine Orientierung auf den beiden Tan-
genten. Der eben definierte Schnittwinkel ist der Winkel (modulo 7), um den
wir eine der Tangenten im Uhrzeigersinn drehen miissen, um diese mit der
anderen in gleicher Orientierung zur Deckung zu bringen. Nehmen wir an,
der Kreis (z —my)? + (y — my)? = r? sei gegen den Uhrzeigersinn orientiert
und der Kreis (z — M;)? + (y — My)? = R? im Uhrzeigersinn. Wir tragen
dem dadurch Rechnung, dass wir » > 0 und R < 0 wihlen.?

Wir koénnen den Schnittwinkel einfach mit Hilfe des Kosinussatzes be-
rechnen. Hierzu betrachten wir das Dreieck, das aus m = (mg,my)7,
M = (M, M,)" und S gebildet wird. Der Kosinussatz besagt

|[m — M||? = r* + R* + 2r R cos(f).

Hierbei ist 8 der Innenwinkel des Dreiecks am Punkt S (in der Abbildung
griin). Dabei muss man aufpassen, dass das Vorzeichen vor dem Summan-
den 2rRcos(f3) positiv ist, da die beiden Radien unterschiedliche Vorzeichen
haben. Also ergibt sich

arccos ”m_MHQ_rQ_RQ =0
2rR -

Da die beiden Tangenten die zugehorigen Dreiecksseiten unter einem rech-
ten Winkel treffen, ergibt sich a = 7 — 3. Wir kénnen die Berechnung dieses
Gegenwinkels wiederum durch einen Vorzeichenwechsel im Arkuskosinus er-
reichen und erhalten

r? + R? — |m — M]|?
= Q. 10.1
arccos ( SR ) o (10.1)

3 Dies dndert nichts an den Gleichungen.
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Diese Formel ist auch konsistent unter Umkehrung der Orientierung eines der
Kreise. In diesem Fall dreht sich das Vorzeichen eines der Radien um und es
wird der Gegenwinkel zum angezeichneten blauen Winkel berechnet. Abbil-
dung 10.3 zeigt die Schnittwinkel im Fall von gegensinnig und gleichsinnig
orientierten Kreisen.

Die obige Formel ist zwar im Prinzip praktisch zum Berechnen des Schnitt-
winkels, aber in dieser Form weit davon entfernt, in unser bisheriges projek-
tiv angelegtes Begriffsgebilde zu passen. Die Hauptschwierigkeit liegt darin,
dass die Radien und Positionen der beiden Punkte sowohl additiv als auch
multiplikativ miteinander verkniipft werden. Ideal wire es, wenn ein Kreis
durch einen Vektor repésentiert werden kann, so dass eine moglichst einfa-
che Verkniipfung das Argument fiir den Arkuskosinus berechnet. Im Falle des
Schnittwinkels fiir Geraden kennen wir eine derartige Herangehensweise. Sind
(a,b,c)” und (x,y,2)T die iiblichen homogenen Koordinaten zweier Geraden,
so ergibt sich deren geeignet orientierter Schnittwinkel durch arccos(az + by),
da (a,b)T und (z,y)T Normalenvektoren auf die Geraden darstellen. Ein #hn-
liches Vorgehen ist im Fall von Kreisen auch moglich.

Es gibt einen schonen “Trick” mit dem man additive Ausdriicke der Form
n—+ N in die Auswertung einer Bilinearform umwandeln kann, bei dem sowohl
n und N als rechter und linker Teil des Produktes auftreten. Hierzu brauchen
wir aber eine spezielle Bilinearform im R?

QYo -

bei dem die erste Koordinate negativ gewichtet wird. Wertet man die Biline-
arform {p, P} der Vektoren

1-n 1-N
p_(1+n> und P_(1+N>

(p,Py=—(1—n)(1—N)+(1+n)(1+N)=2(n+N).

aus, erhélt man

Wir wenden nun diesen Trick in etwas elaborierterer Form an. Hierzu
betrachten wir die Vektoren

1—n 1-N
1 |1+n 1 1+ N
= — d P=—
p 2r | 2my, o 2R | 2M, |’
2my, 2M,

wobei wir n = r? —m?2 —

der Bilinearform

mi und N = R — M2 — M3 setzen. Zusammen mit
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s < —1 getrennt liegend —1 < s < 1 sich schneidend |s > 1 ineinander geschachtelt
s = —1 gegensinnig beriihrend|s = 0 orthogonal schneidend| s = 1 gleichsinnig beriihrend

Abb. 10.4 Verschiedene Lagen geichgerichteter Kreise bei speziellen Wertebereichen fiir
die Bilinearform s = (p, P).

(a, b) = —a1b1 + agbs + agbz + asby

fiir die Vektoren a = (a1, as,as,as)” und b = (b1, by, b3, bs)”, erhalten wir

(p,P) = 41R (2N+2n+4mmM +4myM )
= 55 (r? = m2 —m2 + R? — M2 — M2 + 2m, M, + 2m,, M,)
= (r* + R2 - Mm)2 - (my —M,)?)
=g (P +R? - ||m - M]|]?).

Letzteres ist exakt die Formel (10.1), die wir fiir den Kosinus des Schnittwin-
kels erhalten haben. Wir haben also alles in allem jedem orientierten Kreis
einen Vektor p bzw. P zugeordnet, so dass wir iiber die Auswertung einer
geeigneten Bilinearform den Kosinus des Schnittwinkels erhalten. Man darf
an dieser Stelle nicht vergessen, dass in den Vorzeichen von r und R die
Orientierung der Kreise kodiert war. Eine Anderung der Orientierung eines
Kreises fithrt zu einer Umkehrung des Vorzeichens des Skalarporduktes und
entspricht somit dem Ubergang zum jeweiligen Gegenwinkel.

Wir wollen uns an dieser Stelle kurz iiberlegen, was wir aus dem konkreten
Wert der Bilinearform iiber die relative Lage der beiden orientierten Kreise
aussagen konnen. Abbildung 10.4 illustriert die verschiedenen geometrischen
Lagen fiir zwei Kreise, die beide im Uhrzeigersinn orientiert sind. Es seien mit
p und P wieder die zugehorigen Vektoren bezeichnet. Ein zuldssiger Schnitt-
winkel tritt nur dann auf, wenn arccos{p, P) ein reelles Ergebnis liefert. Fiir
diesen Fall muss —1 < (p, P) < 1 gelten. Ist der Wert der Bilinearform
ausserhalb dieses Bereichs, so treffen sich die Kreise nicht und sind entwe-
der ineinander geschachtelt oder liegen getrennt. Des Weiteren treten drei
interessante Félle auf. Fiir sie ergeben sich die speziellen Werte —1,0, 1 fiir
(p, P). Fiir {p, P) = 0 schneiden sich die beiden Kreise im rechten Winkel.
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Fiir {p, P) = —1 liegt eine gegensinnige Beriihrung vor und fiir {p, P) = 1
eine gleichsinnige Beriihrung.

10.3 Orientiertes Beriihren

Wir wollen uns nun mit dem Fall zweier sich gleichsinnig beriihrender Kreise
beschéftigen und diesen in das Verschwinden einer Bilinearform tibersetzen.
Nach unseren obigen Uberlegungen ist dies der Fall, wenn (p, P) = 1 gilt.
Schreibt man die Vektoren ausfiihrlich ist dies der Fall, wenn gilt

1—n 1-N
(i 1+n L 1+ N )_1
2r | 2m, | 2R | 2M, '
2my 2M,

Alternativ konnen wir durch Einbettung der Vektoren in einen fiinfdimen-
sionalen Vektorraum diese Bedingung auch als das Verschwinden einer geeig-
net definierten Bilinearform auffassen. Hierzu setzen wir fiir zwei Vektoren
a= (al,...,a5),b: (bl,...,b5) €R?

<<a, b>> = —a1b1 + asbs + azbs + asby — asbs.

Die obige Gleichung lédsst sich dann nach Division durch 4 wie folgt formu-
lieren:
(1-mn)/2 (1-N)/2

(1+mn)/2 (I+N)/2

(| e | e |y

My M,
T R

An dieser Gleichung gibt es einiges Interessantes zu beobachten. Zunéchst
gehen wir auf die fiinfdimensionalen Vektoren ein. Wir erhalten diese durch
Homogenisierungen* der zuvor betrachteten Vektoren p und P. Da es bei
homogenen Koordinaten auf skalare Vielfache ungleich Null nicht ankommt,
konnen wir die Vektoren mit r bzw R multiplizieren. Auf diese Weise befreien
wir uns von der Division durch die Radien. Dies ermoglicht es uns auch bei
Kreisen vom Radius 0, also Punkten, sinnvoll von orientierter Beriihrung zu
reden. Der Test ((,-)) = 0 auf Verschwinden der Bilinearform ist linear in
beiden beteiligten Vektoren, so dass auch von dieser Seite her das Identifizie-
ren skalarer Vielfacher ungleich Null erlaubt ist. Fiir einen gegebenen Kreis
¢ mit Mittelpunkt (m,m,)” und Radius r nennen wir

4 d.h. am Ende der Vektoren einfach eine 1 anhingen.
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(1+m2+m?2 —1r?)/2

(L—=m2 —m; +7%)/2
C.=cC= My
My
-

seine Lie-Koordinaten. Diese werden als homogene Koordinaten eines Punk-
tes im RP* aufgefasst. Somit schreibt sich die Bedingung fiir gleichorientiertes
Beriihren zweier Kreise ¢ und d einfach als

{e,d)) =0.

Ist hingegen ein Repisentant ¢ = (c1,ca,c3,c4,¢5)7 der Lie-Koordinate
eines Kreises gegeben, von dem wir die Skalierung nicht a priori kennen, so
konnen wir diesen leicht in die obige Skalierung umrechnen, indem wir durch
die Summe der ersten beiden Koordinateneintrige c; + co teilen, denn die-
se muss ja genau 1 ergeben. In den letzen drei Eintrdgen lassen sich nach
der Division dann die Koordinaten des Mittelpunktes und der Radius direkt
ablesen. Teilt man hingegen durch den letzten Koordinateneintrag cs, so er-
gibt sich in den ersten vier Eintrédgen der Vektor, der zur Bestimmung der
konkreten Schnittwinkel ideal geeignet war.

Betrachtet man die Vektoren c, die sich als Lie Koordinaten eines Kreises
ergeben, so kénnen diese nicht beliebig sein. Ahnlich wie im Falle von Pliicker-
Koordinaten fiir Geraden im RP?, wo jede Gerade mit sich selbst inzident
ist, beriihrt sich auch jeder Kreis mit passender Orientierung selbst. Somit
muss fiir jeden Kreis ¢ die Gleichung

((c,c) =0

gelten. Dies kann man auch direkt aus den Definitionen nachrechnen. Mit

— 2 2 2 g
n=r*—mj; —my gilt

(L=n)/2\ ((1-n)/2
(I1+n)/2 (1+n)/2

<< My, , My >>:(n+n)/2+mi+m§—r2:0
My My
r r

Die Menge £ = {c € R® | {(c,c)) = 0} nennt man die Lie-Quadrik. Wir
kénnen diese natiirlich auch projektiv als Quadrik im RP* auffassen. Jeder
orientierte Kreis entspricht dabei genau einem Punkt auf der Lie-Quadrik.
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10.4 Kreise, Punkte und Geraden

Welche Punkte der Lie-Quadrik werden nun durch die Lie-Koordinaten von
orientierten Kreisen erfasst? Die Quadrik ist eine Hyperfliche im RP* und
hat damit drei geometrische Dimensionen. Diese entsprechen den drei Para-
metern eines Kreises. Dennoch treten auf der Quadrik Punkte auf, die nicht
als Bild eines gewohnlichen Kreises entstehen kénnen. Wir wollen im Folgen-
den systematisch analysieren, welche (reellen) Punkte auf der Lie-Quadrik
welchen geometrischen Objekten zuzuordnen sind. Betrachten wir einen Re-
prisentanten ¢ € R® eines Punktes auf der Lie-Quadrik, d.h. es gilt

2, 2, 2, 2 2
—ci+c3+c5+c;—c5=0.

Punkte und Kreise. Nehmen wir zunéichst an, dass A = ¢; + ¢o # 0 gilt.
Wir betrachten den Vektor ¢’ = c- % Dieser Punkt représentiert den gleichen
Punkt der Lie-Quadrik. Es gilt ¢} + ¢, = 1. Setzen wir n = —c} + ¢, so gilt
i = (1 —-n)/2und ¢, = (1 +n)/2. Da ¢’ auf der Lie-Quadrik liegt, muss
gelten:

(1-n)? (1+n)?

0=- 1 + 1 +E+ca—cE=n+citca—ct
Somit gilt n = —c§ — ¢§ + ¢2. D.h. ¢/ = c. fiir einen Kreis ¢ mit Mittelpunkt

(M, my)T = (ch,cy)T und Radius r = ¢§. Unser urspriinglicher Vektor re-
préasentiert also diesen Kreis. Hierbei entspricht ein Kreis mit Radius » = 0
einem Punkt (z,y)T = (ms, my)T. Ist hingegen |r| > 0, représentiert ¢ einen
echten Kreis.

Geraden. Welche Objekte représentieren Punkte ¢ der Lie-Quadrik, fiir
die ¢; + co = 0 gilt? Es liegt nahe, dass diese Elemente Kreise mit unendlich
groBem Radius, also Geraden, représentieren. Wir wollen uns dies durch einen
Grenziibergang klarmachen. Wir betrachten hierzu einen Kreis ¢, der durch
seinen Mittelpunkt m = (my, my)T und durch einen Punkt p = (py,py)7
auf dem Kreisrand gegeben ist. Wir betrachten den Grenziibergang, bei dem
der Kreismittelpunkt in eine bestimmte Richtung nach Unendlich wandert.
Hierzu sei a = (ay,a,)T ein Vektor, der die Richtung vorgibt und wir setzen
(Mg, my)T =t (az,a,)T und lassen t nach +oo laufen. Geometrisch geht
dabei der Kreis durch p in eine Gerade g durch p iiber. Die Richtung der Ge-
raden steht dabei senkrecht auf a. Was aber passiert mit den Lie-Koordinaten
wahrend dieses Grenziibergangs?

Wir miissen dazu zunéchst den Radius r des Kreises bestimmen. Dieser
ergibt sich zu r = ||p — m| = /(ps — mz)? + (py — my)2. Die fiir die Be-
rechnung der Lie-Koordinaten relevante Zahl n = r* —m?2 — m? ergibt sich
als

n= (pz - mm)Q + (py - my)2 - mg2c - mg2/ = pi — 2pymy +p?2, - 2pymy-
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Die Lie-Koordinaten ergeben sich somit zu

(1-n)/2 (1 —p2 + 2pamy, _p§+2pymy)/2
(14n)/2 (143 — 2pema +pj) — 2pymy) /2
mx = mZE
My my
r \/pi = 2pymy + mi + pgz, — 2pymy + m,v2;

Ersetzt man (mg, my)? durch t- (az, ay)7, so miissen im Grenziibergang t —
oo lediglich die Summanden der jeweiligen Komponenten mit der héchsten
Potenz in m,, bzw. m,, berticksichtigt werden. Somit erhalten wir im Grenzfall

+t- (pxam + pyay) —|—<p7 a>

—t- (pxam + pyay) —<p7 a>
t-ag =t-| a =t-g,
t-ay ay

P2 a2 +t%al llal]

wobei (p,a) das gewdhnliche Skalarprodukt darstellt. Da skalare Vielfache
eines Vektors ungleich Null denselben Punkt reprasentieren, kann der Vor-
faktor ¢ weggelassen werden. Somit wird die Gerade g durch den Vektor g
reprasentiert. Man kann leicht nachrechnen, dass dieser Vektor tatséchlich
auf der Lie-Quadrik liegt und durch den Punkt p geht. Auch die Geraden
sind orientierte Objekte. Fiir jede unorientierte geometrische Gerade gibt es
zwei zugehorige Punkte auf der Lie-Quadrik, die sich durch Vorzeichenwech-
sel im letzten Eintrag unterscheiden. Sie reprisentieren die beiden moéglichen
Orientierungen der Geraden.

Und noch ein Punkt. Nun haben wir fast alle Punkte auf der Lie-Quadrik
erfasst. Solche mit ¢; + ¢o # 0 stellen orientierte Kreise oder endliche Punkte
dar. Fiir Punkte gilt zudem c¢5 = 0. Solche mit ¢;+c¢ = 0 und nicht verschwin-
dendem c5 haben wir als orientierte Geraden identifiziert. Somit verbleiben
nur noch Vektoren zu betrachten, die die Form ¢ = (¢, —c, €3, ¢4,0)7 haben.
Sollen diese auf der Lie-Quadrik liegen, so muss 0 = ((c,c)) = 2 + ¢3 gelten.
Die einzigen reellen Vektoren dieser Form sind (¢1, —c1,0,0,0)7. Dieser Vek-
tor entsteht im Grenzfall als Lie-Koordinate eines Punktes (mg,my)7, der
in irgendeiner Richtung nach Unendlich wandert. Er stellt somit den Punkt
im Unendlichen dar, den wir ja bereits aus Kapitel 6 als Bestandteil der
Kreisgeometrie kennen.
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10.5 Verhiltnis zu anderen Geometrien

Es ist instruktiv sich klarzumachen, wie sich Konzepte, die wir in fritheren
Abschnitten kennen gelernt haben, in der eben dargestellten Kreisgeometrie
wiederfinden. In der hier entwickelten Kreisgeometrie konnen gleichermafien
Punkte, Geraden und Kreise durch Lie-Koordinaten reprasentiert werden.
Sowohl Inzidenz zwischen Punkten und Geraden, oder Punkten und Kreisen,
als auch Tangentialitdt an Kreise konnen mittels dieser Darstellung erfasst
werden. Jede dieser Eigenschaften wird durch eine Bedingung (p,q)) = 0
abgepriift, wobei p und q Lie-Koordianten der beteiligten Objekte sind.

Wir nennen im Folgenden Lie-Koordinaten der Form (ci, ¢z, c3,cq,0)T
Punkte. Insbesondere ist (1, —1,0,0,0)” der Punkt im Unendlichen. Von den
verbleibenden Lie-Koordinaten werden solche der Form (d, —d, cs3,cy,c5)"
Geraden genannt. Alle iibrigen Lie-Koordinaten nennen wir Kreise. Ferner
schreiben wir im Folgenden p ~ q, falls {(p,q)) = 0 gilt.

Zun#chst bemerken wir, dass natiirlich p ~ p fiir alle Punkte, Geraden
und Kreise gilt, da sie per Definition ((p,p)) = 0 erfiillen. Wir wollen nun
systematisch untersuchen, in welchen sonstigen Situationen die Bedingung
P ~ q gilt. Wir betrachten zunéchst die Situation, dass p ein Punkt ist.
Danach untersuchen wir die Félle, in denen p eine Gerade bzw. ein Kreis ist.
In den meisten Féllen lassen sich durch geeignete Skalierung sogar metrische
Aussagen iiber die Lage der beiden Objekte machen.®

Punkt/Punkt. Seien nun zuniichst sowohl p also auch q Punkte. Im letzten
Abschnitt haben wir gesehen, dass die Lie-Koordinaten eines Punktes p =
(pz,py)T in der iiblichen Skalierung die Form

2 4 2
p = (Lol 1l 0)7

2 y Pz Py
haben. Fiir die entsprechenden Lie-Koordinaten q eines weiteren Punktes
q=(gz,qy)7 gilt dann

(p.a) = 2(=Ipl1* = lla|l® + 2p2¢z + 2pyay) = —%[lp — gl

Somit kann fiir zwei Punkte nur dann p ~ q gelten, wenn diese {iberein-
stimmen. Mehr noch, man kann bei dieser Skalierung an ((p,q)) direkt den
quadrierten Abstand der Punkte ablesen. Es gilt also ||p —q|| = v/—2{(p, q))-

Punkt/Gerade. Wann gilt fiir einen Punkt p und eine Gerade g die Re-
lation p ~ g? Zu erwarten ist, dass dies genau im Falle klassischer Inzidenz
auftritt, was wir auch einfach verifizieren kénnen. Wir haben gesehen, dass
die Lie Koordinaten einer Geraden mit Normalenvektor a = (a, a,)? durch
einen Punkt ¢ = (q,,qy)7 sich zu

5 Im Folgenden werden wir die (homogenen) Lie-Koordinaten immer so skalieren, dass die
nachfolgenden Rechnungen moglichst einfach werden.
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g= (<Qﬂ a>7 _<Q7 CL>, Az, Ay, ”a”)T
ergeben. Da die Gerade durch den Punkt g geht, kann sie als in Hesse-
Normalform gemiB {(z,y) € R? | wa, + ya, = gua, + qya,} geschrieben
werden und hat damit, im herkémmlichen Sinne, die homogenen Koordina-
ten

(917 g2, 93)T = (aiw Gy, _<qa a>)T'
Umgekehrt hat somit eine Gerade mit homogenen Koordinaten (g1, go, g3)%
die Lie-Koordinaten

g= (_937937917927 + \/ g% + gg)T

Dabei kodiert das Vorzeichen des letzten Eintrags die Orientierung. Als Pro-
dukt mit einem Punkt p mit Koordinaten (p,,p,)? erhilt man

1 2 1—||p||?
(p,g) = e gy WP 00 4 g1 + pygo = Pogs + Dyg2 + g3,

was genau dem gewdhnlichen Skalarprodukt zwischen Punkten und Geraden
in homogenen Koordinaten entspricht und dessen Verschwinden wir schon
immer als Test fiir Inzidenz herangezogen haben. Bemerkenswert ist an dieser
Stelle, dass die 0 im letzten Eintrag der Lie-Koordinaten des Punktes dafiir
sorgt, dass die Orientierung der Geraden fiir Inzidenz unerheblich ist. Wurde
fiir den Normalenvektor a zudem die Skalierung |ja|]| = 1 gewihlt, was wir
0.B.d.A. annehmen kénnen, ergibt sich

(p,g) = a1ps + azpy — (. a),

was im Betrag dem Abstand des Punktes von der Geraden entspricht.

Der spezielle Punkt oo = (1,—1,0,0,0)” wurde durch diese Uberlegung
noch nicht abgedeckt. Fiir diesen ergibt sich aber einfach

(o0, g) =93 — g3 =0.

Somit gilt fiir jede Gerade g ~ oo. Oder anders ausgedriickt, jede Gerade
geht durch den Punkt in Unendlichen.

2 — 2 . . .
_1+H2p|\ , 1=lell” lp“ , Pas Py» 0)T wieder die Lie-
)T

und

Punkt/Kreis. Es seien nun (
Koordinaten des Punktes p = (pa, py

c=((1-n)/2,(1+n)/2,mqe,my,r)"
die Lie-Koordinaten eines Kreises, mit n = r? — ||m||. Es ergibt sich

(p,ch = 5(=llpll* + 72 = [Iml|* + 2poma + 2pymy) = 3(=|p — m|* +72).
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Dieser Ausdruck wird nur dann Null, wenn der Abstand des Punktes p zum
Mittelpunkt m des Kreises genau dem Kreis-Radius entspricht — der Punkt
also auf dem Kreis liegt. Man beachte, dass auch hier wieder das Vorzeichen
des Radius unerheblich ist.

Der Ausdruck y/—2(p, c)) gibt genau den Abstand des Punktes zu einem
Beriihrpunkt einer Tangente von p an ¢ an. Dieser wird komplex, falls der
Punkt innerhalb des Kreises liegt.

Kreis/Kreis. Dies ist der Fall, von dem wir urspriinglich ausgingen. Somit
wissen wir, dass fiir zwei Kreise mit Lie-Koordinaten ¢ und d die Beziehung
c ~ d genau dann gilt, wenn diese sich orientiert beriithren. Der Ausdruck

—2((c,d)) ergibt diesmal den Abstand zweier Berithrpunkte einer orientier-
ten Tangente an die beiden Kreise. Er wird komplex, falls diese Tangenten
nicht existieren.

Gerade/Gerade. Hier tritt noch eine bemerkenswerte Situation auf. Seien
g und [ zwei Geraden mit homogenen Koordinaten g = (g1, 92,93)7 und
I = (I1,12,13)T. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass diese so skaliert sind,
dass die Léngen der Normalenvektoren n, = (g1,92)F bzw. ny = (I1,12)T
auf 1 normiert sind, also g7 + g3 = 13 + 12 = 1 gilt. Die entsprechenden
Lie-Koordinaten sind dann

g =(93,—93,91,92,£1) und 1= (I3, 13,0112, +1).
Fiir den Wert der Bilinearform der Lie-Koordinaten ergibt sich

(g, 1) = —g3lz + g3l3 + g1ls + golo £ 1 = g1l1 + gala £ 1.

Die Gleichung (g, 1)) = 0 bedeutet auf Ebene der Normalenvektoren (ng, n;) =
+1, was, wegen der Normierung der Normalenvektoren, abhéngig vom Vor-
zeichen gleichsinnige oder gegensinnige Parallelitit der Geraden bedeutet.

Gerade/Kreis. Es verbleibt noch die Situation zu untersuchen, wenn die
Lie-Koordinaten eines Kreises ¢ und einer Geraden g miteinander durch die
Bilinearform verkniipft werden. Die Rechnung ist vergleichbar zur Situation
Punkt/Gerade, nur dass nun die letzte Lie-Koordinate des Punktes nicht
mehr gleich 0 ist. Hat der Kreis ¢ den Mittelpunkt m = (mg,m,)? und
Radius r, so ergibt sich

((c.g) = g1ma + gamy + g3 +\/9T + g5 -1,

Nehmen wir wiederum 0.B.d.A. g + g3 = 1 an, so berechnet ((c,g)) den Ab-
stand des Kreismittelpunktes zur Geraden plus/minus dem Radius r. Somit
wird dadurch der Abstand des Punktes auf ¢ bestimmt, an den eine zu g
parallele und gleichsinnige Tangente angelegt werden kann. Es gilt natiirlich
c ~ g, wenn orientierter Kontakt vorliegt.



10.6 Rechnen mit Lie-Koordinaten 165

q/ g c c g
v-2(p,q) i
/ (0.0 Vo) vosed (e 8)
: / / O. .

Abb. 10.5 Verschiedene Messungen, die durch (-, -)) durchgefiihrt werden kénnen.

Abbildung 10.5 stellt nochmals zusammenfassend die verschiedenen Situa-
tionen der Messungen, die mit (-, -)) durchgefiihrt werden kénnen gegeniiber.

10.6 Rechnen mit Lie-Koordinaten

Wir haben gesehen, dass sich bzgl. der Lie-Koordinaten eine Vielzahl von geo-
metrischen Eigenschaften durch einfaches Betrachten der Bedingung (p, q)) =
0 ausdriicken lassen. Wir wollen nun kurz analysieren, wie sich diese zum Be-
rechnen von geometrischen Objekten benutzen lésst.

Wir gehen dazu von folgender Situation aus: Wir wollen ein Objekt x
bestimmen, dass gleichzeitig x ~ p, x ~ q und x ~ r fiir drei weitere Ob-
jekte p, q,r erfiillt. Einerseits wollen wir kurz erldutern, wie man eine solche
Operation berechnet, andererseits wollen wir betrachten, was sich durch eine
solche Operation berechnen lasst.

Zunéchst einmal zur Berechnung. Seien also p,q,r € £ drei Objekte auf
der Lie-Quadrik. Wir erinnern uns, dass wir £ als Quadrik im RP* auffassen
kénnen. Somit sind p,q,r Punkte im RP*, die durch Vektoren des R® re-
priisentiert werden. Wir suchen nun ein Element x € R, welches gleichzeitig
die Gleichungen

{(p,x) =0, (a,x) =0, (r,x)) =0, {(x,x)) =0,

erfiillt. Die ersten drei Gleichungen fithren auf ein homogenes lineares Glei-
chungssystem. Die letzte Gleichung entspricht der Forderung x € L. Sind
P, g, r linear unabhéngig, was in allgemeiner Lage immer der Fall sein wird, so
hat das lineare Gleichungssystem einen zweidimensionalen linearen Losungs-
raum S, den wir als Linearkombination zweier unabhéingiger Losungsvekto-
ren a, b darstellen konnen, d.h S = {Aa+ pb : A p € R}. Die Bedingung
{(x,x)) = 0 wird somit zu einer quadratischen Gleichung

X*{(a, a)) + 2\u(a, b)) + 1 (b, b)) =0,
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welche man einfach l6sen kann®. Diese hat i.A. zwei verschiedene Lésungen,
die wir im Folgenden mit (O1(p, q,r) und O2(p, q,r) bezeichnen. Dies sind
die beiden Objekte auf der Lie-Quadrik, die unsere geforderten Bedingungen
erfiillen.”

Wir wollen uns nun einige geometrische Operationen ansehen, die man
durch O;(p, g,r) ausdriicken kann (i = 1,2). Im Folgenden sei wieder jedes
Objekt mit seinen Lie-Koordinaten identifiziert. Ferner sein e = (0,0, 0,0, 1)
noch ein spezieller Vektor im R®. Dieser liegt zwar nicht auf der Lie-Quadrik,
ist aber sehr niitzlich. Wenn ((p, e)) = 0 gilt, so muss p ein Punkt sein. Ferner
sei oo = (1,—1,0,0,0)” wieder der Punkt im Unendlichen.

Schnittpunkt und Verbindungsgerade. Seien p,q zwei Punkte. Die
beiden Punkte O;(p, q, o) stellen dann jeweils eine Verbindungsgerade von
p und q dar. Jede der Losungen entspricht einer unterschiedlichen Orien-
tiertung. Seien umgekehrt g, 1 zwei Geraden. So ist eines der beiden Objekte
Oi(g,1,e) der Schnittpunkt der beiden Geraden, wihrend das andere der
Punkt co im Unendlichen ist.

Parallele. Fiir eine Parallele x durch einen Punkt p zu einer Geraden g
gilt p ~ x (die Parallele geht durch den Punkt) und g ~ x (die Parallele
ist tatséichlich parallel). Somit lisst sich die Parallele einfach als O;(p, g, o)
berechnen. Die beiden Losungen entsprechen den beiden moglichen Orientie-
rungen.

Kreis durch drei Punkte. Es gibt zwei Moglichkeiten orientierten Kreise
durch drei Punkte p, q,r zu legen. Diese ergeben sich einfach zu O;(p, q,r).

Schnitt zweier Kreise. Sind c,d zwei Kreise, so gilt fiir beide Schnitt-
punkte p; und pe wiederum ¢ ~ p; und d ~ p; (i = 1,2). Also ergeben sich
die beiden Schnittpunkte als die beiden Losungen O;(c, d,e). Ferner ist die
Operation analog auf den Schnitt von Gerade und Kreis anwendbar.

Tangenten an Kreis durch Punkte. Ist p ein Punkt und c ein Kreis, so
kann man durch (O;(p, ¢, 00) die beiden Kreistangenten berechnen. Ist q ein
anderer Punkt, so sind O;(p, g, ¢) die beiden Tangentialkreise an ¢ durch die
Punkte p und q.

Tangentialkreis an Gerade durch zwei Punkte. Sind p, q zwei Punkte
und g eine Gerade, so fallen in diesem Fall die beiden Losungen O);(p,q, g)
zusammen. Sie reprasentieren den Tangentialkreis an g durch die beiden
Punkte. Die Orientierung ist konsistent mit der Orientierung der Gerade.
Verwendet man anstelle von g einen Kreis, so spalten sich die beiden Losun-
gen auf und es werden daraus zwei Tangentialkreise.

6 Es kann durchaus auch vorkommen, dass dieses System keine reelle Losung besitzt.

7 Alternativ und etwas eleganter hiitte man die Berechnung auch iiber das Pliicker-Produkt
PV qVr und den geeigneten Schnitt mit der Lie-Quadrik durchfiihren kénnen. Dies soll
allerdings hier nicht Thema sein.
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Abb. 10.6 Apollonische Beriihrkreise.

Tangentialkreis an zwei Geraden durch einen Punkt. Sind g, 1 zwei
Geraden und p eine Punkt, so sind O;(p, g,1) die beiden Tangentialkreise,
die mit den Orientierungen der Geraden konsistent sind. Es kann hierbei
vorkommen, dass die Losungen komplex werden.

Die Liste lasst sich noch eine ganze Weile fortfithren. Es sei dem Leser
iiberlassen weitere interessante Fiélle durchzuprobieren. Wir wollen nur noch
den extremsten Fall betrachten, d.h. wenn alle drei Objekte cq, ca, cg Kreise
sind. In diesem Fall haben wir sofort die algebraische Losung eines klassischen
geometrischen Problems in der Hand — das apollonische Problem. Hier wird
nach Kreisen gesucht, die drei vorgegebene Kreise gleichzeitig beriithren. I.A.
gibt es dafiir bis zu acht verschiedene Losungen. Wir kénnen diese ganz gezielt
erzeugen.

Die konkreten Lie-Koordinaten ¢y, cg,c3 induzieren Orientierungen auf
den Kreisen. Zur besseren Buchfithrung nennen wir die obigen Kreise ¢; T =
c1,c2T = ca,c37 = c3. Die Kreise mit umgekehrten Orientierungen be-
zeichnen wir mit ¢ ~,ca",c3”. Aus ¢iT = (c1,co,¢3,¢4,¢5)7 ergibt sich
ci” = (c1,c2,¢3,¢4,—c5)7.

Die beiden Losungen (;(c1™,c2™,c3’) ergeben zwei Beriihrkreise, die
mit den speziellen Orientierungen der Originalkreise konsistent sind. Dreht
man alle Orientierungen der drei Kreise gleichzeitig um, so ergeben sich
die gleichen beiden Beriihrkreise, allerdings mit umgekehrter Orientierung.
Die weiteren sechs moglichen Beriihrkreise ergeben sich durch systematisches
Andern der Orientierungen als O;(cit,c2™,cst), Oi(cit,ca™,c3™) und

Qilert,ca7,c37).



168 10 Kreisgeometrie

Abbildung 10.6 zeigt drei Kreise (schwarz) in einer Lage, in der tatséchlich
alle acht Apolloniuskreise reell existieren. Diese sind in vier Farben darge-
stellt. Kreise gleicher Farbe entsprechen hierbei genau den Paaren von Krei-
sen, die durch die (); Operationen erzeugt werden.

10.7 Exkurs: Apollonius und Zahlentheorie

Das Problem von Apollonius beschiftigt sich damit, zu gegebenen drei Krei-
sen einen weiteren Kreis zu finden, der gleichzeitig tangential an alle drei ist.
Wir wollen dies nun ein wenig auf die Spitze treiben und zusétzlich fordern,
dass sich die ersten drei Kreise ebenfalls gegenseitig tangential beriithren. So-
mit ist jeder der vier Kreise ein Apolloniuskreis der anderen drei. Insgesamt
gibt es in solch einer Konfiguration also sechs Beriihrpunkte. Hierbei wollen
wir wie bisher sowohl zu Geraden entartete Kreise, und inneres sowie auch
dufleres Beriihren zulassen. Man nennt eine solche Anordnung von vier Krei-
sen auch Soddy Konfiguration. Abbildung 10.7 zeigt drei verschiedene Beispie-
le. Wir werden im Folgenden Zusammenhénge zwischen den Radien der vier
Kreise in solch einer Konfiguration studieren. Auch hier werden wir wieder
nur die Spitze eines Kisberges zu sehen bekommen, ndmlich die des ganzen
Themenkreises um Descartes Satz, Soddy Kreise, ganzzahlige Kriimmungen
und Appolonische Kreispackungen.

Zu den wirklich iiberraschenden geometrischen Zusammenhéngen gehort
der Satz von Descartes, der die Radien der vier Kreise einer Soddy Konfigu-
ration zueinander in Beziehung setzt. Seien Ry, Rs, R3, R4 die Radien dieser
Kreise. Mit k; = 1/R; bezeichnen wir die Krimmungen der Kreise, wobei
eine Gerade die Kriimmung 0 haben soll. Der Satz von Descartes® besagt,
dass in einer Soddy Konfiguration immer die folgende Beziehung gilt.

2(k7 + k3 + K3+ k) = (k1 + ko + K + k). (10.2)

In einer Soddy Konfiguration wird jeder Kreis entweder ausschlieflich auflen
oder ausschliefSlich innen beriihrt. Im letzten Fall muss man den Radius als
negativ zéhlen. Die Kriimmungen sind in den Beispielen von Abbildung 10.7
eingetragen (Nachrechnen empfohlen). Die Beispiele in der Abbildung haben
allesamt die Eigenschaft, dass die Kriimmungen ganzzahlig sind. Es ist er-
staunlich, dass es fiir die Descartes Gleichung (10.2) iiberhaupt ganzzahlige
Losungen gibt, da fiir die meisten ganzzahligen Werte von ky, ke, k3 der Wert
von k4 irrational sein wird. Lost man die obige Formel nach k4 auf, so ergibt
sich k4 als Losung einer quadratischen Gleichung zu

8 Dieser wurde von René Descartes 1643 in etwas anderer Form entdeckt, und 1936 vom
Nobelpreistrager Frederick Soddy wiederentdeckt, in die hier gezeigte elegante Form ge-
bracht und auf héhere Dimensionen verallgemeinert.
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Abb. 10.7 Apollonische Kreispackungen mit Kriimmungen.

ks = k1 +/€2+/€3:t2\/]€1k2+k1k3+k2]€3. (103)

Die beiden Vorzeichen vor der Wurzel entsprechen der Tatsache, dass drei
sich berithrende Kreise immer auf zwei verschiedene Arten zu einer Soddy
Konfiguration ergénzt werden kénnen. Die ersten beiden Bilder in Abbildung
10.7 zeigen die beiden verschiedenen Losungen zu den Kriimmungen k; =
3,ky = 6,k3 = 7. Diese ergeben sich zu 16 + 24/18 4+ 21 4+ 42 = 16 + 18.

Die Existenz unendlich vieler ganzzahliger Losungen lasst sich am ein-
fachsten einsehen, wenn einer der Kreise zu einer Geraden degeneriert (z.B.
k3 = 0). Dann gilt

ky = k1 + ko £ 2/ k1ko. (104)

Wenn z.B. die beiden Kriimmungen k7 und ks Quadratzahlen sind, dann ist
der Ausdruck unter der Wurzel ebenso eine Quadratzahl und es ergeben sich
zwei ganzzahlige Losungen.

Wir wollen nun sehen, wie man zu weiteren Soddy Konfigurationen mit
ganzzahligen Kriimmungen kommen kann. Hat man zunéchst einmal eine
ganzzahlige Losung der Descartes Beziehung gefunden, so kann man daraus
eine weitere ganzzahlige Soddy Konfiguration gewinnen. Ist ndamlich k1, ko, k3
ganzzahlig und ebenso k4 ganzzahlig, so muss der Wurzelausdruck in (10.3)
ebenso ganzzahlig sein. Die Krilmmung k) des zweiten Soddy Kreises ist
somit ebenso ganzzahlig. Es gilt die Beziehung

ky+ k) = 2(ky + ko + k3).

Fiillt man, ausgehend von einer ganzzahligen Soddy Konfiguration, die
Liicken zwischen den Kreisen iterativ mit tangentialen Kreisen auf, so beweist
diese Beobachtung, dass alle so entstehende Kreise ganzzahlige Kriimmung
haben. Wir wollen uns nun (ohne auf die Beweise einzugehen) einige Eigen-
schaften solcher ganzzahliger Apollonischer Kreispackungen ansehen.

Die einfachste Losung der Descartes Gleichung ist (0,0,1,1). Zwei der
beteiligeten “Kreise” sind Geraden. In diese sind zwei Einheitskreise einge-
schrieben. Die daraus entstehende iterative Kreisfolge ist in Abbildung 10.8
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Abb. 10.8 Die einfachste Apollonische Kreispackung.

dargestellt. Wir wollen hier nur auf eine Eigenschaft eingehen, die die Teil-
menge der Kreise betrifft, die die untere Gerade beriihren und zwischen den
Erzeugendenkreisen liegen. Die erste Beobachtung ist, dass alle diese Krei-
se eine Quadratzahl als Kriimmung haben. Man kann sich diese Eigenschaft
leicht durch Gleichung (10.4) herleiten. Die Lagen dieser Kreise erfiillen al-
lerdings auch eine besondere Bedingung. Die beiden Startkreise mit Radius 1
beriihren die untere Gerade in zwei Punkten, die einen Abstand 2 voneinan-
der haben. Wir legen nun zwischen diese beiden Geraden eine lineare Skala
an, die von 0 bis 1 reicht (diese Skala ist also um einen Faktor 2 gegeniiber
den echten Abstéinden gestreckt). Wir betrachten nun die Beriihrpunkte der
Kreise, fiir deren Kriimmung k die Ungleichung k < n? fiir ein n € N gilt.
Nun gilt Folgendes: Alle diese Beriihrpunkte sind auf unserer Skala durch
rationale Punkte markiert. Die Markierungen ergeben sich genau durch alle
Briiche der Menge F,, = {i/j | 0 <i < j <n;i,j € N} (die Farey-Reihe). Es
gilt z.B.

F7:{0111121231432534561}.

YTI 6542 71395y 7y 2y Ty 530 T4 5060 T

Hieraus folgt insbesondere, dass die Kreismittelpunkte auf rationalen Punk-
ten liegen. Dies ist allerdings nur ein Spezialfall eines viel allgemeineren
Phénomens. Betten wir die Kreise einer Soddy Konfiguration in die komplexe
Ebene ein und bezeichnen die Kreismittelpunkte mit my, mo, ms, my € C, so
gilt die folgende Beziehung, die als komplezer Satz von Descartes bekannt ist:

2(miki + m3k3 + m3k; + miki) = (miki + moks + msks + maka)®.

Aus einer Kombination dieser Gleichung mit der Beziehung fiir die Radien
kann man zeigen, dass rationale Startkoordinaten (Mittelpunkte und Radii)
einer Soddy Konfiguration automatisch zu rationalen Koordinaten fiir die



10.7 Exkurs: Apollonius und Zahlentheorie 171

vl
~NIN
Wl
wiin
N
vi|w
wlny
v
~N|o

PN
~Nw
N =
N v
alw
aln

1
6

Abb. 10.9 Diese spezielle Konfiguration nennt man auch die Ford Kreise.

Kreise in der entstehenden Kreispackung fithren. Abbildung 10.10 zeigt die
Kreispackung, die aus der Startkonfiguration mit Kriimmungen (—2,3,6,7)
entsteht. Alle Radien und alle Mittelpunkte sind rational.

Die Tatsache, dass man aus einer Soddy Konfiguration durch Austauschen
eines Kreises gegen den entsprechenden zweiten Soddy Kreis der verbleiben-
den drei Kreise einen iterativen Prozess definieren kann, erméglicht es, auf
einfachste Weise Bilder wie in Abbildung 10.10 zu zeichnen. Es ist bemerkens-
wert, dass eine beliebige Soddy Konfiguration in einer solchen Apollonischen
Kreispackung durch Iteration dieser zur gleichen Kreispackung fithrt. D.h. in
Abbildung 10.10 kénnten wir z.B. mit den Kriimmungen (6, 7,19, 66) begin-
nen und wiirden durch Iteration das gleiche Bild erhalten. Die Iteration lif3t
sich iibrigens auch sehr schon durch Matrizenmultiplikationen ausdriicken.
Sei k = (a,b,c,d)T ein aus den Kriimmungen einer Soddy Konfiguration ge-
bildeter Vektor, so ergibt sich der Ubergang zu den vier verwandten Soddy
Konfigurationen durch Multiplikation mit den Matrizen

-1222 1000 1000 100 0
0100 2-122 01 00 010 0
0010}’ 0010}’ 22-121" 001 0
0001 0001 00 01 222 -1

Da verschiedene Vektoren von zulédssigen Kriimmungen zur gleichen Pack-
ung fithren kénnen, kann man sich fragen, ob man erkennen kann, wann zwei
dieser Vektoren die gleiche Packung erzeugen. Dies ist unter Verwendung
der obigen Matrizen verhiltnisméBig einfach. Man geht dazu folgendermafien
vor: Fiir einen gegebenen zu einer Soddy Konfiguration gehtrenden Vektor
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Abb. 10.10 Apollonische Kreispackung mit Kriimmungen.

(a,b,c,d)” sortiert man die Eintriige zunichst in aufsteigender Reihenfolge.
Dann priift man, ob durch Anwendung einer der obigen Matrizen auf diesen
Vektor die Summe der Eintridge vermindert werden kann. Wenn ja, iteriert
man mit diesem Vektor weiter. Man kann zeigen, dass dieser Prozess fiir je-
den ganzzahligen Startvektor terminiert und bei einem summenminimalen
Reprasentanten landet. Die Kriimmungsvektoren zweier Soddy Konfigura-
tionen erzeugen somit die gleiche Packung, wenn bei diesem Algorithmus ein
identischer Vektor herauskommt.
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Ubungsaufgaben

10.

. Gegeben seien zwei Kreise. Einer hat den Mittelpunkt (1,1)” und den Radius 4%

und der andere den Mittelpunkt (—2,4)”7 und den Radius 7. Bestimmen Sie den
Schnittwinkel zwischen den beiden Kreisen.

Gegeben sei ein Kreis mit Mittelpunkt (0, O)T und Radius 2. Bestimmen Sie alle
Kreise, die den vorgegebenen Kreis orthogonal schneiden und ihren Mittelpunkt auf
der z-Achse haben.

Die Lie-Quadrik £ ist eine Quadrik in RP*. Es seien p,q € RP* zwei Punkte, die auf
L liegen. Zeigen Sie, dass deren Verbindgungsgerade genau dann in £ enthalten ist,
wenn p und q sich orientiert beriihren.

Es seien p,q € RP* zwei Punkte der Lie-Quadrik. Zeigen Sie, dass, wenn die Verbin-
dungsgerade von p und q in £ enthalten ist, jeder Punkt dieser Gerade einem Objekt
entspricht, das sowohl p als auch q orientiert beriihrt.

Gegeben seien zwei Kreise. Einer hat den Mittelpunkt (1, l)T und den Radius 3 und
der andere den Mittelpunkt (7,5)7 und den Radius 5. Bestimmen Sie die beiden
Schnittpunkte der Kreise.

Es seien die drei Punkte (—2,1)T, (—2,4)7 und (2,4)7 gegeben.

a) Bestimmen Sie die Lie-Koordinaten g, 1 und h der Verbindungsgeraden der drei
Punkte.

b) Was sind in diesem Fall O1(g,1,h) und O2(g,1, h)?

c) Bestimmen Sie den Innenkreis des Dreiecks mit den Eckpunkten (—2, )T, (—2,4)T
und (2,4)7.

Fiir ¢ € {1,2,3} sei ein Kreis ¢; mit Mittelpunkt m; und Radius r; gegeben. Die
Mittelpunkte und Radien sind wie folgt definiert.

)

= ()= (3 = ()

Bestimmen Sie nun einen Kreis, der tangential an die drei Kreise c¢1, c2 und c3 ist.

o=

) r3 =

=

) T2 =

Wl

ry =

Es seien die Lie-Koordinaten c, d zweier Kreise und der Punkt oo gegeben. Welche
Objekte berechnet man mit 1(c, d, c0) und O2(c, d, 0)?

Gegeben seien die Punkte p = (0,0)7 und ¢ = (1,0)7 der euklidischen Ebene.

a) Bestimmen Sie zuerst die Lie-Koordinaten p, q von p und gq.
b) Es sei mit e der Punkte (0,0,0,0,1)T bezeichnet. Bestimmen Sie O1(p, q,e) und

OZ (p’ q, e)‘
¢) Welche Objekte liefern O1(p, q,e) und O2(p,q,e) i.A., wenn p und q Punkte
reprisentieren und e wie zuvor gegeben ist?

Es seien g und 1 die Lie-Koordinaten zweier Geraden. Welche Objekte berechnet man
mit Ol (g) 1) OO) und OQ(g) 17 OO)?
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Einige Matrizengruppen

Es gab bisher zwei Kapitel, die sich speziell mit geometrischen Operatio-
nen befasst haben, bei denen Kreise eine besondere Rolle spielten. In Ka-
pitel 6 haben wir die projektiven Transformationen in CP' (die Mébius-
Transformationen) betrachtet und festgestellt, dass diese Kreise und Gera-
den wieder in Kreise und Geraden iiberfithren. Im vorangegangenen Kapitel
haben wir uns speziell mit Kreisgeometrie beschéftigt und festgestellt, dass
sich im Kontext von Lie-Koordinaten Kreise, Geraden und Punkte in ver-
einheitlichter Weise studieren lassen. Nun wollen wir uns daran machen, den
Zusammenhang zwischen diesen beiden Auffassungen von Geometrie nidher
zu beleuchten. Ein besonderer Reiz entsteht hierbei dadurch, dass in CP' die
Koordinaten komplex sind, wohingegen sie in der Lie Geometrie rein reell,
aber dafiir hoherdimensional sind.

11.1 Lie-Transformationen

Wir wenden uns nun zunéichst den Transformationseigenschaften der in Ka-
pitel 10 entwickelten Kreisgeometrie zu. Es sollen insbesondere Transforma-
tionen studiert werden, die die dort studierte orientierte Beriihrrelation ~
invariant lassen. Lie-Koordinaten von Punkten, Geraden und Kreisen waren
Vektoren auf der Lie-Quadrik £, bei denen es auf die spezielle Skalierung nicht
ankam. Insbesondere liefen sie sich deshalb als Punkte im RP* auffassen.

Wir wollen nun die projektiven Transformationen im RP* untersuchen, die
die Relation p ~ q erhalten. Sei T eine 5 x 5-Matrix mit nicht verschwinden-
der Determiante. Wir suchen solche T, fiir die

(p,a) =0 <= (Tp,Tq) =0

fiir beliebige Elemente p, q der Lie-Quadrik £ gilt. Hierzu stellen wir uns die
Operation {(p,q)) als eine quadratische Form vor, die von einer Matrix

J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 175
DOI 10.1007/978-3-642-02530-3_11, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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erzeugt wird. Es gilt {(p,q) = p’Lq. Die Forderung nach Invarianz der
Relation ~ bedingt insbesondere, dass fiir beliebiges p € £ auch Tp € L
gelten muss, da ja fiir alle p € £ die Relation {(p, p)) = 0 gilt. Somit lassen die
gesuchten projektiven Transformationen die Quadrik £ in ihrer Gesamtheit
fest (jedoch nicht notwendig punktweise). Wir kénnen dies auch dadurch
charakterisieren, dass die Transformationen T die Quadrik £ invariant lassen.
Die Quadrik £ ist durch p” Lp = 0 festlegen. Die gesuchten T haben also die
Eigenschaft

T7LT = AL.

Durch geeignete Skalierung von T, die nichts an der projektiven Transfor-
mation dndert, kann man in dieser Gleichung auch A = 1 erreichen und sich
somit auf Transformationen T mit TTLT = L beschrinken. Sind ti,...,ts5
die Spalten von T, so gilt somit ((t;,t;)) = L; ;. Da L eine Diagonalmatrix
ist, impliziert dies insgesamt 15 (unabhéingige) Bedingungen an die 25 Koeffi-
zienten von T. Somit sind in T 10 Parameter frei wiahlbar. Diese unterliegen
noch gewissen Einschrankungen durch Ungleichungen, wenn alle Eintrége re-
ell sein sollen. Man kann sich diese Parameterziahlung wie folgt verdeutlichen:
Wir gehen zunéchst davon aus, dass 25 Eintrége T; ; zu bestimmen sind —
und zwar so, dass sie die Bedingung ((t;,t;)) = L;; erfiillen. Fiir ¢ # j
muss insbesondere gelten ((t;,t;)) = 0. Dies ist eine lineare Bedingung in
den beteiligten Eintrégen von T. Es ist iibrigens die gleiche Bedingung wie
(tj,t;)) = 0, so dass wir nur die 10 Gleichungen ((t;,t;)) = 0 mit ¢ < j
betrachten miissen. Diese sind voneinander unabhingig (wie man mit ein
wenig Rechenarbeit nachpriifen kann) und erzwingen, dass T in einem 15-
dimensionalen linearen Teilraum von R?® liegt. Nun sollen auch noch die fiinf
Bedingungen ((t;,t;)) = L;; fir i = 1,...,5 erfiillt werden. Wir kénnen dies
durch Skalieren der Spalten von T erreichen (allerdings nur, wenn ((t;,t;))
bereits das richtige Vorzeichen hatte — dies sind die oben erwéhnten Unglei-
chungen). Dies impliziert weitere 5 Bedingungen an die Eintrdge von T, so
dass insgesamt 10 freie Parameter zuziiglich der Einhaltung der Vorzeichen-
bedingungen iibrig bleiben.!

Man nennt Transformationen, die diese Bedingung erfiillen, Lie- Transfor-
mationen. Dies sind sehr allgemeine Transformationen, die die orientierte
Beriihrrelation erhalten. Sie kénnen hierbei durchaus spezielle Kreise, Punk-
te und Geraden gegenseitige ineinander iiberfithren. Abbildung 11.1 zeigt die

I Die Situation ist analog zu Rotationsmatrizen R im R™. Dort wird die Rolle von L
lediglich von der Einheitsmatrix F gespielt, so dass man RT R = E haben méchte. Man
hat z.B. im R? einen freien Parameter fiir eine Drehung, im R? drei, im R* sechs und im
R zehn solche Parameter.
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Abb. 11.1 Ein Kreis unter iterierter Lie-Transformation.

Bilder Tc eines Kreises ¢ unter einer iterierten Lie-Transformation. Man
kann an der Abbildung sehr schon verschiedene strukturelle Eigenschaften
allgemeiner Lie-Transformationen beobachten. Die Fix- “punkte” der Abbbil-
dung T konnen irgendwelche Lie-Koordinaten sein und somit insbesondere
einen Kreis darstellen. Der Startkreis c fiir die iterierte Abbildung wurde
hier in unmittelbarer Nédhe eines dieser Fixpunkte gewéhlt. Im Laufe der
Iteration zieht er sich mehrfach fast zu einem Punkt zusammen, um schlief3-
lich in die N#he eines weiteren Fixpunktes der Abbildung, eines weiteren
Kreises, zu konvergieren. Im Prinzip ist die Struktur der Menge aller Lie-
Transformationen dhnlich der Struktur der orthogonalen Gruppe O(n) (diese
umfasst Rotationen und Spiegelungen). Auch dort betrachtet man Transfor-
mationen, die eine spezielle quadratische Form, ndmlich 23 + 23 +...+ 2, in-
variant lassen. Darum bezeichnet man die Gruppe der Lie-Transformationen
auch oftmals als O(3,2), wobei sich die Zahlen auf die Verteilung der Vor-
zeichen in der quadratischen Form der Lie-Quadrik beziehen, drei Plus- und
zwei Minuszeichen. In hoheren Dimensionen ergibt sich eine Transformati-
onsgruppe, die orientierte Beriihrungen erhiilt, als O(n + 1,2).

11.2 Von Mobius iiber Lorentz zu Lie

Wir wollen hier nicht den durchaus reizvollen Weg gehen die Lie-Transfor-
mationen in ihrer Allgemeinheit zu untersuchen und passende Parameteri-
sierungen dazu zu finden. Statt dessen wollen wir untersuchen, in welcher
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Form andere uns bekannte Transformationsgruppen als Untergruppen der
Lie-Transformationen auftreten. Bereits im Kapitel 6 haben wir eine andere
Transformationsgruppe kennen gelernt, die speziell fiir Kreise von grofer Be-
deutung war — die Gruppe der Mdébius- Transformationen. Diese waren einfach
die projektiven Transformation auf CP'. Jede einzelne dieser Transformatio-
nen fiithrte die Menge der Kreise und Geraden in die Menge der Kreise und Ge-
raden iiber. Jeder Punkt wurde natiirlich wieder auf einen Punkt abgebildet.
Wir finden die Mobius-Transformationen tatséchlich vollstdndig als Unter-
gruppe der Lie-Transformationen wieder. Algebraisch ist dies ausgesprochen
verbliiffend, da die Mobius-Transformationen auf zweidimensionalen komple-
xen Vektoren definiert waren, wohingegen die Lie-Transformationen auf fiinf-
dimensionalen reellen Vektoren, die eingeschréinkt auf einer Quadrik liegen,
leben. Tatséchlich ist die Ubersetzung auch etwas trickreich und offenbart
in gewisser Weise die Schonheit und Ganzheitlichkeit der dahinter stehenden
Theorie.?

Wollen wir die Mobius-Transformationen als Teilgruppe der Lie-Trans-
formationen wiederfinden, so miissen wir nach einer Untergruppe Ausschau
halten, die die Lie-Koordinaten von Punkten wieder auf die Lie-Koordinaten
von Punkten abbildet. Punkte waren dadurch charakterisiert, dass der letzte
Eintrag ihrer Lie-Koordinaten Null ist. Erhélt eine Transformationsmatrix
T die Eigenschaft Punkt zu sein, so muss deren letzte Spalte t5 der Vektor
(0,0,0,0,1)7 sein. Da zudem fiir jedes i = 1,..., 4 die Bedingung ((t;,t5)) = 0
gelten muss, ist auch die letzte Zeile von T der Einheitsvektor (0,0,0,0,1).
Eine Transformationsmatrix, die Punkte auf Punkte abbildet, hat somit die
Form

t11 t12 t13 t14
to1 tog tog tog
T = | |t31 t32 t33 t34
ty1 T 43 tag
0 0 0 01 0O 0 0 O

o O oo
0]

0
0

= 0 (11.1)
0
1

Die 4 x 4-Matrix S erfiillt somit

-1000
0100
0010
0001

ST™™MS =M mit M=

Die Matrix M kodiert hierbei die uns schon bekannte quadratische Form

(p,q) = —p11 + p2g2 + P3g3 + pags = p* Mq.

2 Ganz zu schweigen von den zahlreichen Querbeziigen, die sich an dieser Stelle zu iiberaus
modernen Teilen der Physik — Quantentheorie, spezielle und allgemeine Relativitédtstheorie,
Kosmologie, u.v.m. — ergeben.
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Transformationen S, die die obige Gleichung erfiillen, haben somit den Wert
(p, ¢) zur Invarianten, denn es gilt

(Sp.Sq) =p"S"™MSq = p"Mq = (p. q).

Man nennt eine solche Transformation aus O(3,1) eine Lorentz- Transfor-
mation.> Wir haben in Abschnitt 10.2. gesehen, dass man aus {p,q) nach
geeigneter Skalierung den Schnittwinkel zweier durch Lie-Koordinaten p und
q dargestellter Kreise bzw. Geraden bestimmen kann. Wir erhalten dadurch

Satz 11.1. Lie-Transformationen, die Punkte in Punkte iberfiihren, erhal-
ten automatisch den orientierten Schnittwinkel zwischen zwei Kreisen oder
Geraden.

Beweis. Seien p und q Lie-Koordinaten von Kreisen oder Geraden. Somit
sind die Eintrdge ps; und ¢5 ungleich Null und wir kénnen o.B.d.A. an-
nehmen, dass diese zu 1 normiert wurden. Wir definieren 7: R® — R*
als die Projektion, die den letzen Koordinateneintrag vergisst. Es gilt also
p = (p1,p2,p3,p4)" = 7(p) und ¢ = (q1, g2, q3,q1)T = m(q). Der Schnittwin-
kel zwischen diesen Objekten ist durch {p, ¢} eindeutig bestimmt. Sei nun T
eine Lie-Transformation, die Punkte in Punkte tiberfithrt. Wir gehen 0.B.d.A
davon aus, dass diese so normiert wurde, dass in der letzten Zeile und Spalte
jeweils der letzte Einheitsvektor steht. S sei der obere 4 x 4-Block von T, also
eine Lorentz-Transformation. Auch in Tp bzw. Tq ist der letzte Koordina-
teneintrag gleich 1. Es gilt 7(Tp) = Sp und 7(Tq) = Sq. Der Schnittwinkel
ist also durch {Sp, Sq) = (p, ¢) bestimmt und somit unter der Transformati-
on unverdndert geblieben. a

Wir wollen nun sehen, wie sich M&bius-Transformationen unter den Lo-
rentz-Transformationen wieder finden lassen. Hierzu verlagern wir unseren
Fokus wieder auf die Lie-Koordinaten p = (%, 17‘2"1'2,mm,my,O)T ei-
nes Punktes m = (m,, my,)7. Betrachten wir ausschlieflich punkterhalten-
de Lie-Transformationen T, so konnen wir uns auf die eben beschriebene
4 x 4-Teilmatrix S und die ersten vier Koordinaten p = (p1,p2,p3,p1)” be-
schrinken, da T die Null im letzten Eintrag ohnehin nicht d&ndert. Die Wir-
kung der punkterhaltende Lie-Transformationen wird vollstdndig durch S - p
beschrieben. Fiir p gilt nun insbesondere (p,p) = —|m|* +m2 + mZ = 0. So-

mit kénnen wir p als eine gewisse Form von homogenen Koordinaten im RP?
fiir den Punkt (m,, m, )T betrachten, da skalare Vielfache von p den gleichen

3 Lorentz-Transformationen spielen insbesondere in der speziellen Relativititstheorie ei-
ne wichtige Rolle. Dort wird in einem Bezugssystem (Inertialsystem) jedem Ereignis ein
Zeitpunkt ¢ und eine Position (x,y, 2)” zugeordnet. Nach einer gewissen Vornormierung
zweier Bezugssysteme stellt sich der Ausdruck —t2 + z2 + y2 + 22 als vom Bezugssytem
unabhéngig heraus (die Lichtgeschwindigkeit wurde hierbei wie in der theoretischen Physik
iiblich auf 1 normiert). Der Ubergang von einem Inertialsystem zum anderen ist dann eine
Lorentz-Transformation.
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Punkt repréisentieren. Division durch p; + p2 normiert auf obige Standard-
form und der Punkt im Unendlichen hat die Koordinate (1,—1,0,0)%. Wir
nennen p die Lorentz-Koordinaten des Punktes.

In Anlehnung an die Behandlung von Lorentz-Transformationen in der
speziellen Relativitdtstheorie bezeichnen wir die Lorentz-Koordinaten p mit
den Buchstaben (t, z, z,y)T = p. Zusammenfassend ist eine Lorentz-Transfor-
mation also eine lineare Transformation R* — R*, die die quadratische Form
—t2 + 22 + 9% + 22 invariant ldsst. Fiir die Lorentz-Koordinaten (¢, z, z,y)T
eines jeden Punktes (m,,m,)T gilt insbesondere —t? + 2% 4+ y2 + 22 = 0. Die
Lorentz-Koordinaten von Punkten liegen alle auf der Lorentz-Quadrik*, die
durch {p € RP? | (p,p) = 0} definiert ist.

Die Punkte in CP* wollen wir nun in eindeutiger Weise den Punkten auf
der Lorentz-Quadrik zuordnen. Der Schliissel zur Ubersetzung liegt in der
Beobachtung, dass sich die quadratische Form (-, ) unter Zuhilfenahme der
imagindren Einheit ¢ als 2 x 2-Determinante schreiben lasst. Es gilt

2,2, 02, 2 t—z z+iy
ttt+ar+y +z27 = det(x—iy P

wobei x,vy, 2z, t reell sein sollen. Die Matrix X in obiger Gleichung ist hermi-
tesch, d.h. es gilt X = YT, wobei X fiir die komplexe Konjugation steht.
Sind x,y, z,t ferner die Lorentz-Koordinaten eines Punktes, so verschwindet
die Determinante und somit hat die Matrix X Rang 1.

Lemma 11.2. Fine hermitesche 2 x 2-Matrixz vom Rang 1 ldsst sich in der
Form o - (v,w)T (v,w) fiir geeignete v,w € C und o € {+1,—1} schreiben.
Der Vektor (v, w)? ist dabei bis auf skalare Vielfache ungleich Null eindeutig
bestimmt.

Beweis. Eine 2 x 2-Matrix X vom Rang 1 ldsst sich als Produkt

(5) e = ()

schreiben. Da X hermitesch ist gilt det(X) = X171 X2z — |X%]. Gilt X2 # 0,
so miissen beide Eintrige X1, X992 ungleich 0 sein. Gilt X7 = 0, so muss
zumindest einer diese Eintrédge ungleich 0 sein, sonst hitte die Matrix Rang
0. Wir gehen im Folgenden 0.B.d.A davon aus, dass X311 # 0 gilt. Da wir
durch die Wahl von ¢ das Vorzeichen von X ausgleichen kénnen, kénnen wir
ferner X1; > 0 annehmen. Somit gilt auch a # 0 und ¢ # 0. Fiir geeignete
A € R gilt dann A|a| = §|c|. Wir setzen v = Aa und v’ = +c. Da ac € RY gilt
v’ € RT und wegen |v] = [v/| folgt v/ = v. Mit w = Ab und w’ = +d und

wegen be = ad folgt vw = Tw’ und somit w’ = w. Dies zeigt die Existenz der
Darstellung X = o - (v,w)” (v,w). Es gelte nun (v,w)” (v,w) = (r, )" (7,3).
Somit gilt insbesondere |v| = |r| und |w| = |s|, also v = €¥* -7 und w = €™ - 5.

4 auch Lichtkegel genannt.
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Wegen 15 = v = €% -r-e~ -5 folgt ¢ = ¢ und somit gilt (v, w) = e (r, s),
was die Eindeutigkeit bis auf ein (komplexes) skalares Vielfaches beweist. O

Das letzte Lemma liefert die Korrespondenz von Punkten auf der Lorentz-
Quadrik zu Punkten im CP*. Im Detail erfolgt diese Ubersetzung folgender-
mafen:

(t,2,2,y) € R* mit —t24-224-22+1y? = 0; reelle Vielfache identifiziert

!

t—z x+iy

hermitesches X= ( .
r—1y t+z

) mit det(X) = 0; reelle Vielfache identifiziert

!

(v,w)T € C? mit (v,w)T (v, W) = X; kompleve Vielfache identifiziert

Wie angedeutet funktioniert dieser Ubersetzungsvorgang in beide Rich-
tungen. Beginnt man mit einem Vektor (v,w)? im C2\ {(0,0)T}, so ist
(v,w)T (,w) = X hermitesch. Setzt man

(ww + vv)/2
(ww — v)/2
(vo + wv)/2 |’
(vw — wv)/2i

(11.2)

< 8 N o+

so ergibt sich

- (vﬁ vﬁ) . (t—z x+iy>
X = _ )= . .
WU WW z—1y t+z

Man beachte, dass alle Eintrége von (¢, 2, z,y)T durch die Relation (11.2) au-
tomatisch reell sind. Zudem ist die Abbildung, die einer hermiteschen Matrix
den entsprechenden vierdimensionalen Vektor (¢,z,x,%)” zuordnet, linear.

Wir wollen uns vergegenwirtigen, was diese Abbildung fiir einen endlichen
Punkt v = a + ib bedeutet. Dieser wird in CP' durch den Vektor (v, 1) =
(a + b, 1)T repriisentiert. Setzt man diesen Vektor in (11.2) ein, erhélt man

t (14 v7)/2 (1+[v]*)/2
2| _[A-ww)/2| _ [ @Q-]vf)/2
x (v+7)/2 a
y (v—"1)/2i b

Dies ist genau (!) die Représentation des Punkts (a, b) in Lorentz-Koordi-
naten. Die Identifikation komplexer Vielfacher in CP' iibersetzt sich hierbei
in die Identifikation reeller Vielfacher auf der Lorentz-Quadrik. Der unend-
lich ferne Punkt (1,0)” in CP* wird durch diesen Prozess iibrigens auf den
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Punkt (%, —%70, 0)”, den unendlich fernen Punkt auf der Lorentz-Quadrik,
abgebildet.

Was passiert nun mit einem Punkt (¢,z,z,7)” auf der Lorentz-Quadrik,
wenn wir auf den zugehorigen Punkt (v, w)” aus CP' eine Mobius-Transfor-
mation anwenden? Eine Mobius-Transformation entspricht einer regulédren

Matrix
_ (B
u=(57)

und der Punkt p = (v, w)? wird gem#f
prM-p

abgebildet. Dies wiederum induziert eine Aktion auf der Matrix X = p - 57,
die den Punkt p als hermitesche Matrix mit det(X) = 0 représentiert. Die
entsprechende Matrix des abgebildeten Punktes ergibt sich zu

(M-p)-MMp) =M-(p-77)-M =M-X - .

Somit wird durch die Mobius-Transformation die Abbildung
—T
XM XM

induziert, die wir als Abbildung auf der Lorentz-Quadrik auffassen kénnen.
Diese Abbildung ist linear in den Eintrigen von X. Somit induziert die An-
wendung der Mabius-Transformation eine lineare Transformation im RP?,
die Punkte der Lorentz-Quadrik wieder in Punkte der Lorentz-Quadrik
iiberfiihrt, also eine Lorentz-Transformation ist.

Zusammenfassend erhalten wir

Satz 11.3. FEs besteht eine eins-zu-eins Korrespondenz zwischen den Punk-
ten der Lorentz-Quadrik in RP® und den Punkten von CP'. Eine Mébius-
Transformation M in CP' induziert eine spezielle Lorentz-Transformation
A(M) auf der Lorentz-Quadrik.

Mit den Erkenntnissen des letzten Abschnitts impliziert dies, dass Mobius-
Transformationen sich in spezielle punkterhaltende Lie-Transformationen
iibersetzen. Abbildug 11.2 zeigt das iterierte Bild eines Kreises fiir eine Lie-
Transformation, die nur geringfiigig von einer Mobius-Transformation ab-
weicht.

Man kann sich nun fragen, ob tatséchlich alle Lorentz-Transformationen
bzw. punkterhaltende Lie-Transformationen einer Mobius-Transformation
entsprechen. Diese Vermutung lége nahe, denn in der Tat haben beide Trans-
formationsgruppen sechs Freiheitsgrade. Dies ist aber nicht der Fall. Tatséch-
lich erzeugen die Mobius-Transformationen genau ein Viertel aller Lorentz-
Transformationen aus O(3,1). Auf Details wollen wir hier nicht eingehen,
sondern nur skizzieren, woher der Faktor vier kommt.
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Abb. 11.2 Ein Kreis unter iterierter Lie-Transformation, die nahe einer Mobius-
Transformation liegt.

Da es bei einer Mobius-Transformation M nicht auf (komplexe) skala-
re Vielfache der Matrix ankommt, kénnen wir immer davon ausgehen, dass
det(M) = 1 gilt. Man kann nun nachrechnen, dass alle Transformationen
S = A(M) zwei Eigenschaften erfiillen. Erstens gilt det(S) = 1 und zweitens
gilt fiir den linken oberen Eintrag S11 = |a|? + |8]? + |v|> + |§]. Hierbei be-
zeichnen «, 3,7, § die Eintrige von M. Insbesondere gilt somit S1; > 0. Beide
Eigenschaften sind voneinander unabhéngig. Fiir die Lorentz-Transformation
S ist insbesondere auch —S eine Lorentz-Transformation. Da S eine 4 x 4-
Matrix ist, gilt det(S) = det(—S). Geometrisch repriisentieren im RP? die
beiden Matrizen S und —S die gleiche Abbildung, da wir (reelle) skalare
Vielfache ungleich Null identifizieren. Um das Vorzeichen der Determinante
von S zu verdndern, miissen wir Spiegelungen betrachten. Es reicht aus eine
Spiegelung als Erzeugende hinzuzunehmen. Wir betrachten z.B. die spezielle
Lorentz-Transformation

100 0
010 0
001 0
000 -1

Diese stellt eine Spiegelung an der y-Achse dar und es gilt det(R) = —1.
Somit ist S - R ebenso eine Lorentz-Transformation mit det(S - R) = —1.
Ubersetzt man diese Transformation zuriick in CP!, so lassen sich alle Kreis-
spiegelungen durch ein SR ausdriicken. Ist nun M die Menge aller M6bius-
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Transformationen, so ergibt sich die Menge aller Lorentz-Transformationen
zZu

o1y ~ | {A(M),—A(M),A(M)-R,—A(M)-R}
MeM

11.3 Stereographische Projektion

Wir wollen nun noch ein wenig konkreter werden und beobachten welche
Wirkung unsere Ubersetzungen von CP! auf die Lorentz-Quadrik unter ganz
speziellen Skalierungen der Repriisentanten hat. Am einfachsten stellt sich die
Situation dar, wenn wir auf beiden Seiten mit einer skalaren Gréfle normieren,
von der wir jeweils sicher wissen, dass diese nicht Null werden kann. Begin-
nen wir auf Seiten der Lorentz-Quadrik. Fiir einen Vektor auf der Lorentz-
Quadrik p = (¢, 2,7, y)T gilt —t? + 22+ 2% + ? = 0. Ist mindestens einer der
Eintrdge von Null verschieden, so muss notwendigerweise t # 0 gelten. Wir
konnen gegebenenfalls durch ¢ dividieren und annehmen, dass p die Form
(1,2, 2,5)" hat. Unsere Gleichung geht somit in —1 4 22 4+ 22 +y? = 0, oder
dquivalent 22 + x2 + y? = 1, iiber. Wir erhalten somit

Satz 11.4. Die Punkte der Lorentz-Quadrik im RP® entsprechen eins-zu-eins
den Punkten einer Einheitskugel im R3.

Beweis. Sei (t,z,2,y)T € R* ein Punkt auf der Lorentz-Quadrik, dann gilt
t # 0 und der #quivalente Vektor (1,x/t,y/t,z/t)T liegt auf der Einheitsku-
gel. Seien umgekehrt p = (1, z,2,y)" und ¢ = (1,2',2',3')T zwei verschiedene
Punkte mit 22 + 92 + 22 = 1 und 2’2 + 3’2 + 2’2 = 1, dann liegen beide auf
der Lie-Quadrik und unterscheiden sich nicht nur durch ein skalares Vielfa-
ches. a

Auf Ebene von CP! entspricht dies folgender Normierung: Ist ein Vektor
(v,w)T ungleich dem Nullvektor, so gilt |v|? 4 |w|? # 0. Wir kénnen also so
skalieren, dass |v|? + |w|? = 2 gilt. Der Vektor ist dann bis auf einen Faktor
e eindeutig bestimmt. Nun betrachten wir

(£) e (£17) -

Die Spur dieser Matrix ist |v]? + |w|?. Da (v, w)? mit seinem komplex Kon-
jugierten multipliziert wird, héngt die Matrix nicht mehr vom Winkel ¢ ab.
Mit unserer Ubersetzungsfomel (11.2) ergeben sich fiir den entsprechenden
Punkt auf der Lorentz-Quadrik die Koordinaten
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Q 8 w o+
=
]
—~
<
gl

Dies entspricht wiederum einem Punkt auf der Einheitskugel im R3. Wir hat-
ten bereits einmal in Abschnitt 6.3 eine Situation betrachtet, in der wir CP*
die Punkte auf einer Kugel zugeordnet haben. Dies geschah mittels stereo-
graphischer Projektion (vgl. Abbildung 6.8). Die Situation ist nun hier, bis
auf eine unerhebliche Verschiebung der Kugel, exakt die gleiche. Wir wollen
dies im Folgenden nachrechnen.

Wir haben festgestellt, dass der Vorfaktor ¢ sich nicht auf die Matrix X
auswirkt. Wir kénnen diesen also insbesondere so wihlen, dass w reell ist.
Betrachten wir einen Punkt v = a + ib der komplexen Zahlenebene C und
reprisentieren ihn durch den Vektor

p:@%.

Dieser Vektor ist genau so skaliert, dass die Summe der beiden Betragsqua-
drate der Komponenten 2 ergibt. Die Matrix X = pp’ ergibt sich zu

2
x = (PFvy. 2
7 1) 1+

Der zugehorige Vektor der Lorentz-Quadrik ist somit

1
1—|
1+]

2
1+[v[?

<

‘ 2
2

|
Q <

|
N

1

+
S =

‘ 2

< 8 W =+

Die letzten drei Koordinateneintréige bilden nach den vorherigen Uberlegun-
gen und wie man auch leicht explizit nachrechnen kann, einen Punkt auf der
Einheitskugel im R3.5 Wir erhalten

Satz 11.5. Der durch die obige Berechnung erzeugte Punkt (z,z,y)T ist die
sterographische Projektion des Punktes (0,a,b)T der Ebene mit z = 0 durch
den Siidpol (—1,0,0)T auf die Einheitskugel.

Beweis. Wir haben bereits nachgeweisen, dass (z,z,y)? auf der Einheits-
kugel liegt. Es bleibt zu zeigen, dass A = (0,a,b)’, B = (—1,0,0)”7 und

5 Im Folgenden verstehen wir stereographische Projektion immer in diesem Sinne.
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C = (z,2,y)T auf einer Geraden liegen. Mit A\ = 2/(1 + |v|?) ergibt sich

1—|v|?
0 -1 THvl®
)\A—&-(l—)\)B:L a —&-(1—#) 0|l=|%|=C
1+ |v]? b 1+ |vl? Ll '
2b
1102
Dies beweist die Behauptung. a

Auf Ebene von projektiver Geometrie und homogenen Koordinaten ge-
staltet sich die Situation sogar konzeptuell noch einfacher. Die Moglichkeit
skalare Vielfache zu identifizieren erspart uns das léstige Dividieren in den
vorangegangenen Rechnungen. Betrachten wir Punkte im CP' wie iiblich
als die Menge aller (komplexen) skalaren Vielfachen eines représentierenden
Vektors (v, w)T und betrachten wir die Punkte (¢, z,z,y)? auf der Lorentz-
Quadrik als Punkte im RP® mit der ersten Komponente als Homogenisie-
rungskoordinate, so ergibt sich

Satz 11.6. Die stereographische Projektion von (v, w)? € CP" ergibt sich als
ein Vektor (t,z,z,y)T € RP?, dessen Komponenten durch

() =755

eindeutig bestimmt sind.

Der folgende Satz gibt abschliefend noch an, wie man umgekehrt von
einem Punkt (z,7,y)? auf der Einheitskugel den entprechenden Bildpunkt
in CP' bestimmt.

Satz 11.7. Es sei (z,z,y)T € R? ein Punkt der 2 +y?+ 22 = 1 erfiillt. Den
stereographisch projizierten Punkt in CP' erhdilt man als

T 41y

1+2z )
Beweis. Betten wir wie bisher die komplexe Zahlenebe auf die zy-Ebene in
den R? ein, so entspricht der Punkt (z + iy, 1+ 2)T dem Punkt (0,2/(1 +
2),y/(142))T = C. Es reicht wieder zu zeigen, dass die Punkte A = (z,2,y)7,

B = (—1,0,0)” und C auf einer Geraden liegen. Mit A = 1/(1+ 2) weist man
leicht AA + (1 — A\)B = C nach. O
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11.4 Exkurs: Der “andere” Schnittwinkel

In Abschnitt 10.2 haben wir gesehen, dass fiir zwei Kreise, die durch Vektoren

1—n 1-N
1 140 1 14N
- d P=—
P=91 2m, b ok | 20, |
2my 2My

mit n = r? —m?2 — mi und N = R? — M2 - Mg reprasentiert sind, der

Schnittwinkel als o = arccos(p, P) bestimmt werden kann. Wir haben in
Satz 11.1 auch gesehen, dass der Ausdruck {p, P) und somit der Schnitt-
winkel unter punkterhaltenden Lie-Transformationen, also unter Mobius-
Transformationen, invariant ist. Die Berechnung des Schnittwinkels macht
natiirlich nur so lange Sinn, wie sich die Kreise auch wirklich schneiden oder
zumindest beriihren. Andernfalls liegt {p, P) auBerhalb des Intervalls [—1,1]
und der Arkuskosinus liefert nur ein komplexes Ergebnis.

Es ist dennoch mdoglich auch im Fall sich nicht schneidender Kreise dem
Wert des Ausdrucks (p, P) eine sinnvolle geometrische Bedeutung zuzuord-
nen. Er ist eng verwandt mit sogenannten Steiner’schen Kreisketten. Hierzu
betrachten wir zwei Kreise XC; und Ko , die sich nicht schneiden oder beriihren.
Nehmen wir der Anschaulichkeit halber an, die beiden Kreise liegen ineinan-
der, dies ist aber nicht essentiell. Tangential an die beiden Kreise legen wir
einen dritten Kreis A;. Er soll in dem von beiden Kreisen eingeschlossenen
ringformigen Gebiet liegen. Wir nennen ihn den Startkreis. Von diesem Kreis
ausgehend konstruieren wir einen weiteren Kreis Ag, der tangential an Ky,
Ko und A; ist. Von den beiden Moglichkeiten wihlen wir diejenige, die sich
gegen den Uhrzeigersinn an 4; anschliet. Wir fahren fort und konstruieren

Abb. 11.3 Eine offene und eine geschlossene Steiner Kette.
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Abb. 11.4 Zwei geschlossenen Steinerketten zum gleichen Kreispaar.

Kreise A; tangential an 1, Ko und A;_;. Eine solche Folge von n Kreisen
A1, ..., A, nennen wir eine Steiner Kette. Man nennt eine solche Kette von
n Kreisen geschlossen, wenn der n-te Kreis wieder tangential an die “freie”
Seite des ersten Kreises anschlieft. Abbildung 11.3 zeigt eine offene und eine
geschlossene Kette von 16 Kreisen. Die Konstruktion ist {ibrigens numerisch
extrem sensitiv. Im Unterschied zur offenen Kette wurde bei der geschlosse-
nen Kette der Radius des inneren Kreises lediglich um 0.34% vergroert. Fiir
geschlossene Steiner Ketten gilt nun eine iiberraschende Tatsache.

Liegen die beiden Kreise K1 und Ko so, dass sich ausgehend von einem
Startkreis Ay eine geschlossenen Steiner Kette von n Kreisen ergibt, so
entsteht eine solche auch, wenn wir mit einem beliebigen anderen an K1
und ICo tangentialen Startkreis beginnen.

Abbildung 11.4 verdeutlicht diesen Satz. Dort ist fiir das gleiche Kreispaar
K1, K2 eine gelbe und eine blaue geschlossenen Kette von 16 Kreisen einge-
zeichnet. Mit anderen Worten besagt der Satz, dass die SchlieSungseigen-
schaft allein eine Eigenschaft der Kreise 1, Ko ist und nicht vom Startkreis
abhéngt.

Der Satz wird sofort einsichtig, wenn man sich vergegenwértigt, dass man
durch Anwendung einer geeigneten Mobius-Transformation die beiden Kreise
K1 und K3 in konzentrische Lage bringen kann. Da M&bius-Transformationen
Beriihrrelationen invariant lassen, geht eine geschlossene Steiner Kette wie-
derum in eine geschlossene iiber. Fiir konzentrische Kreise ist der Satz aber



11.4 Exkurs: Der “andere” Schnittwinkel 189

Abb. 11.5 Steiner Kette in einem Konzentrischen Kreispaar.

aus Symmetriegriinden offensichtlich (vgl. Abbildung 11.5 fiir n = 9). Dies
beweist den Satz.

Man koénnte sich nun an dieser Stelle mit diesem schonen Satz zufrieden
geben. Wir wollen aber zeigen, dass eine direkte Beziehung von Steiner Ket-
ten zu den Schnittwinkelberechnungen bzw. zum Produkt (p, P) existiert.
Betrachten wir die konzentrische Situation in Abbildung 11.5. Es liegt nahe
jedem der Kettenkreise einen Winkel zuzuordnen, ndmlich denjenigen, den
man iiberstreicht, wenn man eine Gerade durch das Konstruktionszentrum
O, von einer Tangentialposition zum Kettenkreis iiber den Kreis zur ande-
ren verschiebt. Im Falle eine Steiner Kette der Lange n ist dieser Winkel
27 /n. Dieser Winkel 8 hingt ausschlieSlich von den Radien R und r der bei-
den konzentrischen Kreise ab. Er ldsst sich einfach durch die Beobachtungen
gewinnen, dass der Mittelpunkt des Kettenkreises einen Abstand R;” zum
Konstruktionszentrum hat und der Kettenkreis einen Radius R2_ T hat. Der
Winkel 3 ergibt sich aus

R—r
R+17r’

sin(B/2) =

Wir wollen diese Relation fiir einen Moment vermeintlich komplizierter ma-
chen, indem wir die Formel cos(3) =1 — 2sin(83/2) verwenden und erhalten
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R—r
R+r

cos(ﬂ):l—Q( )2:f(R,r).

Wir wollen nun die so definierte Funktion f(R,r) zur Bilineraform {p, P)
in Bezug setzen. Fiir konzentrische Kreise erhiilt man (man sieht das sofort,
wenn man O = (0, 0) setzt)

R% 412
2Rr

(p,P)= = g(R,7).

Nun gilt folgende iiberraschende Beziehung, die die beiden Funktionen f(R, )
und g(R,r) verkniipft:

(f(R,7)+1) - (9(R,7) +1) =4.
Man sieht dies leicht durch Nachrechnen.
R—r 2 R24r?
1_2(R+r> +1 ( 2Rr +1>

(R+7)?—-(R—-71)> R?>+7r*+2Rr

=2
(R+1)? 2Ry
_s. 4Rr (R +1)?
T (R+1)2 2Rr
=4

Somit kann man fiir den vom Kettenkreis {iberstrichenen Winkel die Formel

4
3 = arccos ((p, Py+1 1)
angeben. Diese Grofle ist aber, da sie nur von (p, P) abhingt, invariant un-
ter Mobius-Transformationen und kann somit jedem sich nicht schneidenden
Kreispaar K1, Ko zugeordnet werden. Ist 27/ = n eine ganze Zahl so kann
man in den von den beiden Kreisen gebildeten Ring eine Steiner Kette der
Lénge n einschreiben.
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Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie, dass die Lie-Transformationen bzgl. der Matrizenmultiplikation eine Grup-
pe bilden.

2. Es sei mit P die Mengen der Punkte des RP? bezeichnet. Ferner sei eine projektive
Transformation 7p; : P — P mit einer reguliren Matrix M € R**4 gegeben.

a) Zeigen Sie, dass die Transformation 7y kollineare Punkte auf kollineare Punkte
abbildet.

b) In den Ubungsaufgaben von Kapitel 8 haben wir die Pliicker-Quadrik kennenge-
lernt. Zeigen Sie, dass 7y, eine projektive Transformation im RP® induziert, die
die Pliicker-Quadrik fest lisst.

3. a) Gegeben sei der Punkt (1+4,4)” aus CP!. Bestimmen Sie die Lorentz-Koordinaten
des zugehorigen Punktes auf der Lorentz-Quadrik. Priifen Sie explizit nach, dass
der Punkt auf der Lorentz-Quadrik liegt.

b) Gegeben sei der Punkt (3,2,2,1)7 der Lorentz-Quadrik. Bestimmen Sie den zu-
gehorigen Punkt aus CP!.

4. Gegeben sei die Mobius-Transformation

i1
w=(i).
Bestimmen Sie die durch M induzierte Lorentz-Transformation A(M).

5. In der speziellen Relativitidtstheorie werden Lorentz-Transformationen genutzt, um
von einem Inertialsystem zum anderen iiberzugehen. Es seien nun zwei Inertialsysteme
I und I’ gegeben, die sich mit einer konstanten Relativgeschwindigkeit v in z-Richtung
gegeneinander bewegen. In I wird die Position mit (z,y, )T und in I’ mit (z/, 3y, 2")T
bezeichnet. Ebenso wird die Zeit mit ¢ in I und ¢’ in I’ bezeichnet. Dann findet man
iiblicherweise fiir die Umrechnung zwischen I und I’ den Zusammenhang

' =k-(x—v-t) z=k- (' +v-1t)
Y=y y=y

2=z z=2z ’
tV=k-(t—F-2) t=k-('+ F-2)

wobei k=1 = /1 — Z—; ist und c¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Zeigen Sie, dass
dieser Zusammenhang nichts anderes ist als zwei Lorentz-Transformationen.

6. Fiir zwei Vektoren z,y € RS erweitern wir die Bilinearform (-, -)) zu
(@, y) = —21y1 + @292 + ... + T5Y5 — T6 Vs,
Wobesi mit x;,y; die Eintrdge der Vektoren bezeichnet sind (j = 1,...,6). Ferner
sei L = {s € RP5 : (s,s) = 0} die verallgemeinerte Lie-Quadrik. Zeigen Sie nun,

dass jedem Punkt (s1,...,s6)7 von L ein Punkt (p1,...,p6)T der komplexifizierten
Pliicker-Quadrik entspricht. Dabei gilt fiir den Ubergang

p1 = 81 + 82, P2 = S5 + 86, p3 =83+ 84 -1,
P4 =83 —S4-% P5=—85+S6, P6=—S1+ S2.
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Drehungen und Quaternionen

In Abschnitt 11.2 haben wir gesehen, dass die Menge der Lie-Transformatio-
nen eine Untergruppe enthélt, die zur Gruppe der Mébius-Transformationen
isomorph ist. Insbesondere waren diese Transformationen punkterhaltend.
Dies bedeutete, dass diese durch 5 x 5-Matrizen reprasentiert waren, die einen
Einheitsvektor in der letzten Zeile und letzten Spalte haben (vgl. Gleichung
(11.1)). Da solche Transformationen den letzten Eintrag der Lie-Koordinaten
nicht beeinflussen, konnten wir alle Betrachtungen an der oberen linken 4 x 4-
Matrix durchfithren und uns auf die ersten vier Eintrége der Lie-Koordinaten
beschrianken. Dies fithrte uns zur Betrachtung von Lorentz-Transformationen.
Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass der Ubersetzungsmechanismus,
der die Punkte von CP! in Lorentz-Koordinaten iiberfiihrt, als eine stereogra-
phische Projektion aufgefasst werden kann. Die Punkte der Lorentz-Quadrik
wurden dabei durch Dehomogenisierung bzgl. der ersten Koordinate zu Punk-
ten auf der dreidimensionalen Einheitssphére.

Wir wollen diesen Prozess analog nun noch ein Stiick weiter treiben und
uns nun auf die Lie-Transformationen beschrinken, die auch noch den er-
sten Eintrag fest lassen (bzw. dquivalenterweise Lorentz-Transformationen,
die den ersten Eintrag fest lassen). Wir werden im Folgenden auf Ebene der
Lorentz-Transformationen argumentieren. Die Matrix einer Lorentz-Trans-
formation hat, wenn sie die erste Koordinate fest liasst, die Form

0 0 O

R (12.1)

o O O =

Sind (t,z,7,y)T Koordinaten eines Punktes im RP?, so verdndert eine
Matrix dieser Form nur die (z,x,y)-Komponenten. Fiir den R3, der durch
Homogenisierung bzgl. der ersten Komponenten in den RP? eingebettet ist,
ist dies einfach eine lineare Transformation

J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 193
DOI 10.1007/978-3-642-02530-3_12, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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z z
z|—R |z
Y Y

Da die Transformation T aber eine Lorentz-Transformation ist, bildet sie in
diesem R? die Einheitssphiire auf sich selber ab und ist somit lingenerhaltend.
Insbesondere gilt, da T die Bilinearform (-, -) erhilt, sogar (Rp, Rq) = (p, q)
fiir beliebige Punkte im p,q € R3. Lingenerhaltende lineare Transformatio-
nen im R? sind genau die orthogonalen Transformationen (Rotationen und
Spiegelungen). Also ist R € O(3).

Wir wollen uns nun auf derartige Transformationen mit det(T) > 0 be-
schriinken, also die Rotationen. Fiir diese gibt es nach dem vorher Gesagten
bestimmte Mobius-Transformationen auf CP!, die sich in diese {ibersetzen.
Wir wollen untersuchen, welche das sind. Hierbei werden wir das iiberra-
schende und schone Resultat erhalten, dass dies genau die Transformationen
sind, die durch wunitdre 2 x 2-Matrizen M mit det(M) = 1 dargestellt werden
kénnen. Die Menge all dieser Matrizen bezeichnet man mit SU(2) (das ist
die spezielle unitire Gruppe). Die folgenden Abschnitte sollen schrittweise zu
diesem Ergebnis hinfithren. Dabei werden wir insbesondere, ganz im Sinne
der Zielsetzung dieses Buches, elegante algebraische Formeln fiir geometri-
sche Grundoperationen zu erhalten, eine sehr elegante Parameteriesierung
fiir Rotationen im R? kennen lernen.

12.1 Unitare Matrizen

Unitdre Matrizen sind die komplexen Verallgemeinerungen von orthogona-
len Matrizen. Orthogonale Matrizen im R™ zeichnen sich dadurch aus, dass
die Spaltenvektoren si, So, ..., s, normiert sind und senkrecht aufeinander
stehen. Bzgl. des kanonischen Skalarprodukts (p,q) = p”q gilt also

[ 1firi=y,

(si,85) = {0 fiir 7 # j.
Die gleiche Bedingung soll auch fiir unitire Matrizen im C"™ erfiillt sein, wo-
bei das kanonische Skalarprodukt durch das kanonische Sesquilinearprodukt
(p,q) = pT'q ersetzt thle.1 Anders ausgedriickt erfiillt eine unitire Matrix
M die Bedingung MTM = E, wobei E die Einheitsmatrix ist. Anders aus-

—T
gedriickt erfiillen unitire Matrizen M ~! = M .

Wir wollen im Folgenden unitédre 2 x 2-Matrizen

1 Auf den reellen Zahlen stimmen beide iiberein, daher ist kein neues Formelzeichen dafiir
notig.
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u=(57)

betrachten, fiir die zusétzlich det(M) = 1 gilt. Fiir eine 2 x 2-Matrix mit

det(M) =1 ergibt sich
-1
o B _ (0 B
o) T\ a /)
Die Unitaritéitsforderung erzwingt M1 = MT7 also

(58) (5 0)-G3)

Koeffizientenvergleich zeigt, dass eine solche Matrix die Form

0 =B\ ([ a+ib c+id
(3 3 >_<—c+ida—ib> (122)
hat, wobei a, b, ¢, d € R geeignet gewéhlt sind. Umgekehrt ist jede Matrix M

dieser Form, fiir die |det(M)| = 1 gilt, unitér. Die Bedingung det(M) = 1
erzwingt hier zusétzlich

dor (T T ) —e e —

Die Menge der Matrizen in SU(2) ldsst sich also durch vier reelle Parameter
a,b,c,d mit a® + b + ¢ + d? = 1 parametrisieren. Somit kann jede Matrix
dieser Form mit einem Punkt der wvierdimensionalen Einheitskugel identifi-
ziert werden. Insbesondere ist hierdurch der Betrag jedes Parameters a, b, ¢, d
hochstens gleich 1.

12.2 SU(2) Matrizen und Rotationen

Durch stereographische Projektion haben wir die Einheitssphire des R? bi-
jektiv auf CP! abgebildet. Wir wollen nun untersuchen, welche Operation
eine SU(2) Matrix M als Mdbius-Transformation in CP' auf der Einheits-
kugel des R? induziert. Hierzu betrachten wir zunéchst genauer die Art, wie
die Matrix M auf hermiteschen Matrizen X operiert. Auf Ebene der her-
miteschen Matrizen X = (v, w)T (v,w) wurde eine Mobius-Transformation
durch o
X—>M-X-M

beschrieben. Wir spalten nun
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[ t—z z+y
X = (z—iy t+z>

auf in die Summe einer spurfreien Matrix

o —z T+y
H_<z—iy +z>

und einer skalierten Einheitsmatrix

t 0
)

Es ergibt sich unter Beachtung von M ~! = HT

M-X M =M-(E+H) M =M-(tE)M +M-HM =tE+M-HM .

Dies bedeutet, dass die Operation zwar die (z, z, y)-Komponenten verédndert,
aber t festlisst. Ubersetzen wir dies in eine Lorentz-Transformation, die p =
(t,z,2,5)T durch p — Ty - p abbildet, so lisst diese die erste Komponente
fest. Sie ist somit genau von der Art, wie wir sie Eingangs dieses Kapitels
studieren wollten und bereits als eine O(3) Operation identifiziert haben. Da
zusétzlich T'js von einer Mébius-Transformation herrithrt, gilt det(T'hs) > 0
und T, ist eine Rotation. Bemerkenswert ist an dieser Stelle iibrigens, dass
M und —M auf CP* die gleiche Mébius-Transformation induzieren. Somit
sind Tps und T_js identische Rotationen.

Ein weiterer Punkt verdient Beachtung. Der Anteil tE der Zerlegung X =
tE+ H wird durch die Operation M - X -MT nicht veréndert, d.h. die gesamte
Operation spielt sich bereits auf der Ebene der spurfreien Matrix H und der
Abbildung H — M-H M ab. Das urspriingliche H wird durch die (z, z, y)-
Koordinaten des Punktes im R? eindeutig festgelegt. Nach der Drehung ist M-
H-M' wiederum spurfrei und man kann aus dieser Matrix die Koordinaten
des gedrehten Punktes ablesen. Da die Operation linear auf H ist, gilt M -
(\H) M = AM - H - HT). Man kann also mit dieser Operation auch
beliebige Vielfache von Punkten auf der Einheitskugel drehen. D.h. man kann

—T
die Operation H + M - H- M als Drehung im gesamten R? interpretieren.
Definieren wir eine injektive Abbildung H, die Punkten im R? die entspre-
chenden hermiteschen Matrizen

e = (, 75, 1)

T—1iy +z

zuordnet, so konnen wir zusammenfassend den folgenden Satz formulieren:

Satz 12.1. Ist M eine SU(2) Matriz und (z,x,y)T € R® ein Vektor, dann

—T
ist Mh((z,z,y)T)M  wiederum eine spurfreie hermitesche Matriz und
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W MH((2,2,y)") M)

beschreibt eine dreidimensionale Drehung des Vektors (z,xz,y)T.

12.3 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir wollen nun die Drehachse dieser Rotation T'p; identifizieren. Die Punkte
der Einheitssphire in R3, die auf der Drehachse liegen, sind die Fixpunkte
der Rotation. Diese entsprechen den Fixpunkten der zugehorigen Mobius-
Transformation M in CP'. Diese entsprechen wiederum den Eigenvektoren
der Matrix M. Wir wollen diese nun berechnen. Als charakteristisches Poly-
nom von M erhalten wir unter Ausnutzung von a2 +b> +c2 +d?> =1

det(a—&—zb—)\ c+id

et id a_ib_A> = @@= N+ +F+d = N —2ar+ 1.

Die Eigenwerte ergeben sich somit zu

)\172 = a:l:\/a2—1.

Sofern |a| < 1ist (Ja| > 1 nicht méglich), wird der Ausdruck unter der Wurzel
negativ sein. Somit sind die Eigenwerte von der Form A\ 3 = a £iv1 — a2,
Es gilt somit |A1]| = |A\2] = 1. Die beiden Eigenwerte sind entweder konjugiert
komplex oder fallen (fiir |a| = 1) zusammen. Im Fall zusammenfallender
Eigenwerte ist die durch M induzierte Transformation die Identitét.

Setzt man | = (b,¢,d)T, so gilt wegen a® + b? + ¢ + d? = 1 die Beziehung
7] + a®> = 1 und man kann die Eigenwerte als

>\1,2 =ati- ||l||

schreiben. Die Eigenvektoren von M ergeben sich somit als die nicht-trivialen
Elemente im Kern der beiden Matrizen

ib—i-||l]]  c+id d ib+i-||l]]  c+id
—c+id —ib—i- ||l b —c+id —ib+i- ||l )

Da wir es nur mit 2 x 2-Matrizen zu tun haben, kénnen wir jeweils eine
Losung durch Vertauschen der Eintrdge der ersten Zeilen, bei gleichzeitiger
Vorzeichenumkehr eines der Eintrige direkt ablesen?. Wir erhalten die Ei-

genvektoren
c+id und c+id
—ib+i- | —ib—a- ||l

bzw. nach Multiplikation mit 4

2 gilt, da fiir beliebige Vektoren (z,y)” der Vektor (—y,x)T orthogonal dazu ist.
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(ic—d) und (ic—d)
b— |l b+ i)

Wir koénnen die Frage nach der Position der Eigenwerte auf zwei Ebe-
nen stellen. Vor der stereographischen Projektion in CP' beziehungsweise
nach der stereographischen Projektion auf der Einheitskugel im R3. Letzte-
res sind genau zwei Punkte, die auf der gesuchten Drehachse von Ty, liegen.
Tatséachlich lédsst sich in unserer Darstellung die Frage nach der stereographi-
schen Projektion sogar einfach beantworten (was fiir die Eleganz der dahinter
liegenden Mathematik spricht). Wir hatten | = (b, c,d)” gesetzt. Setzen wir
I'=,c,d)" = (b,c,d)T/||l| als den entsprechenden normierten Vektor, so
lassen sich die Eigenvektoren nach nochmaligem Skalieren als

d —id q —d' +id
1-V b 14
schreiben. Fiir Vektoren dieser Form gibt uns Satz 11.7 direkt die entspre-

chende Position auf der Einheitskugel im R3. Es sind dies die beiden sich
antipodal gegeniiberliegenden Vektoren mit (z, z, y)-Koordianten

—b b
i d und i —d
R m

Diese beiden Vektoren liegen auf der Drehachse. Erwartungsgeméf tritt An-
tipodalitit auf (ansonsten hitten wir uns irgendwo verrechnet). Natiirlich
kénnen wir die Vorskalierung mit 1/||I|| auch ebenso weglassen. Somit liegen

—b b
d und —d
—c c

auf der Drehachse. Fiir den Fall ||I|| = 0 gilt b = ¢ = d = 0 und somit |a| = 1.
Die Vektoren verschwinden und es liegt auch keine Drehung vor, da M die
Identitét représentiert.

Die etwas ungewohnliche Aufteilung von Buchstaben und Vorzeichen
in den obigen Vektoren kommt von dem etwas “ruppigen” Verhiltnis der
Koordinaten-Eintrige von unitdren und hermiteschen Matrizen. Wir werden
uns gleich darum kiimmern.
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12.4 Quaternionen

Wir wollen nun eine grofle begriffliche Vereinfachung durchfiihren. Wir spe-
zifizieren konkret die lineare Abbildung, die den Parametern a, b, ¢, d die ent-
sprechende unitdre Matrix M zuordnet. Wir erhalten

a+ib c+id) (10 i 0 0 1 0 i
(—c+id a—ib) _a'(o 1)“"(0 —i>+c'<—1 0>+d'(i 0)'

Setzt man

10 . (i 0 . (01 (0
o) =0 5) = () =)

so ergibt sich
M=a-14+b-i+c-j+d -k

Das bemerkenswert Effektive an dieser Darstellung ist, dass Produkte der
Matrizen 1,1i,j und k bis auf ein Vorzeichen genau wieder diese Form ha-
ben. Die folgende Multiplikationstafel, die man durch Nachrechnen schnell
iiberpriifen kann, fasst dies zusammen.

Fasst man diese Multiplikationstafel als Rechenregeln auf, so kann man auf
einfachste Weise zwei unitdre Matrizen miteinander multiplizieren. Analog
zur Relation > = —1 fiir die imaginire Einheit i der komplexen Zahlen,
kann man diese Multiplikationsstruktur auch durch eine Angabe von Re-
lationen definieren. Die folgenden Relationen charakterisieren die Struktur
vollstandig:

iZ = j2 = k¥ = ijk = —1.

Verwendet man diese Rechenregeln gemeinsam mit dem tiblichen Umgang fiir
Addition und Multiplikation (Umklammern, Auskammern, Kommutativitét
der Addition), so kann man mit den Symbolen 1,1i,j und k ganz gewshnlich
rechnen, wobei zu beachten ist, dass die Multiplikation i.A. nicht kommuta-
tiv ist — es gilt z.B. ij = —ji. Die “Zahlen” al + bi + ¢j + dk, die den obigen
Rechenregeln geniigen, nennt man Quaternionen. Die Menge aller Quaternio-
nen wird mit dem Buchstaben H bezeichnet.? Jedes Quaternion ist eindeutig
durch Angabe der vier Parameter a,b, c,d bestimmt. Beschrinkt man sich

3 Das H steht hierbei fiir den britischen Mathematiker Sir William Rowan Hamilton, der
die Quaternionen 1843 “entdeckt” hat. Er war damit tibrigens nicht der erste. Vor ihm
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auf Quaternionen der Form al + 0i 4+ 0j + 0k, so findet man wegen 1-1 =1
die Struktur der reellen Zahlen als isomorphe Unterstruktur in H wieder. Es
ist also moglich, die Matrix 1 mit der reellen Zahl 1 zu identifizieren und
ein Quaternion als a 4+ bi + ¢j + dk zu schreiben. Die Analogie zu den kom-
plexen Zahlen wird dadurch ersichtlich. Wir werden gleich sehen, dass sich
formale Vorteile dadurch ergeben, diese Identifikation durchzufithren. Wem
diese Identifikation ein wenig unheimlich ist und wer Quaternionen lieber als
Zahlen betrachten mochte, kann sich auch vorstellen, dass wir der Matrix
M = al + bi + ¢j + dk das formale Quaternion py; = a + bi + ¢j + dk zuord-
nen. Bei ersterem gelten die Rechenregeln fiir i, j, k, weil sich die Matrizen so
verhalten. Bei letzterem per Definition der Multiplikationstabelle. Somit gilt
fiir zwei Matrizen M und N die Beziehung pys - py = pun-

Fiir ein allgemeines Quaternion p = a 4 bi + ¢j 4+ dk definiert man
p=a—bi—cj—dk
als dessen Konjugiertes. Der Ubergang von M zur Matrix MT erfolgt tiber

pypr = a — bi—¢j — dk =P,

wie man durch Einsetzen schnell nachpriift. Es gilt
pp=a>+b+c*+d%

Das Quaternion p stellt eine SU(2) Matrix dar, genau dann wenn pp = 1.
Ein Quaternion, das diese Bedingung erfiillt, nennt man Finheitsquaternion.

12.5 Quaternionen bei der Arbeit

Wir haben bisher gesehen, dass sich eine Drehung im R? als M HM' aus-
driicken lésst, wobel M eine SU(2) Matrix ist und H hermitesch und spurfrei.
SU(2) Matrizen lassen sich als Quaternionen schreiben und Multiplikation
solcher Matrizen kann durch Multiplikation der zugehoérigen Quaternionen
ausgedriickt werden. Es wére also wiinschenswert, die spurfreie hermitesche
Matrix H ebenso als Quaternion ausdriicken zu kénnen. Dies ist leider fiir H
so nicht moglich — aber fiir ¢ - H! Wir beobachten

R - A o AT W et 22 X e T W
i H=i (I—iy z >_<ix—|—y iz >_ A—yi+ak.

wurde bereits 1840 die gleiche Struktur von dem Franzosen Benjamin Olinde Rodrigues
eingefiihrt und verwendet.
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Somit kénnen wir die Operation M H M durch (i)~Y-M(i-H )MT ausdriicken
und letztlich als Produkt von Quaternionen beschreiben. Wir kénnen uns das
Leben sogar noch einfacher machen und anstelle von H = h((z,z,y)T) gleich
Q = Q((z,2,9)T) = iH = —zi — yj + rk zur Beschreibung eines Punktes
im Raum hernehmen. Wir nennen ein solches Quaternion ohne Realteil ein
Vektorquaternion, denn wir konnen dieses direkt mit Vektoren im R? identi-
fizieren.

Eine Drehung des Punktes (z,v,2)” kann man dann folgendermafien
durchfiihren: Es sei p = pps das zur Matrix M gehorende Quaternion. Man
berechnet

p-Q(z,z.y)7) .
Dieses ist wiederum ein Vektorquaternion und hat die Form —z'i —y/j + 2'k.
Der Vektor (z/,2',1")T entspricht dem rotierten Punkt.

Auch hier haben wir wieder die etwas unschone Koordinatenreihenfolge
und Vorzeichenanordnung, die wir bereits bei der Bestimmung der Dreh-
achsen in Abschnitt 12.3. beobachtet haben. Das Schone daran: beide Ef-
fekte heben sich gegenseitig auf. Machen wir uns klar, wie sich der Vektor
(—=b,d, —c)T, der ja nach unseren Betrachtungen aus Abschnitt 12.3 die Dreh-
achse aufspannt, sich als Quaternion darstellt. Wir erhalten

Q((=b,d, —c)T) = bi + ¢j + dk.

Zusammenfassend ergibt sich

Satz 12.2. Ist p = a + bi + ¢j + dk ein Finheitsquaternion und v ein Vek-
torquaternion, so beschreibt die Abbildung

v p-u-p

eine Drehung um die durch bi + cj + dk festgelegte Achse (b,c,d)T.

Natiirlich kann man diese Operation auch direkt auf Ebene von 3 x 3-
Matrizen expandieren. Dies ist mit den Rechenregeln fiir Quaternionen reine
FleiBarbeit. Die Drehung um die Achse (b, c,d)” stellt sich als folgende Ro-
tationsmatrix dar:

a4+ 02— —d? —2ad + 2bc 2ac + 2bd
R= 2ad +2bc  a®*—b*+c2—d* —2ab+ 2cd . (12.3)
—2ac + 2bd 2ab + 2cd a2 - -2+ &
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12.6 Der Drehwinkel

In unseren Uberlegungen bleibt bisher noch eine Liicke. Wir haben den Dreh-
winkel der Rotation R im R? noch nicht explizit angegeben. Diese Liicke wol-
len wir jetzt schlieffen. Hierzu machen wir uns drei Beobachtungen zunutze.

1. Das die Drehung beschreibende Quaternion p = a + bi + ¢j + dk zerfillt
fiir uns funktionell in zwei Bestandteile — den Realteil a und den Vektorteil
bi+cj+dk. Es sei nun r = (b, ¢, d)” ein normierter Vektor, der die Drehachse
festlegen soll. D.h es gelte b% 4 ¢ + d? = 1. Alle Einheitsquaternionen, die zu
dieser Drehachse gehoren, haben die Form

Da,r = cos(ar) + sin(a)(bi + ¢j + dk).

Insbesondere ist hier der Realteil gleich cos(a).

2. Die Eigenwerte einer 3 x 3-Drehmatrix sind 1 (entlang der Drehachse),
e’ und e~ wobei ¢ den Drehwinkel angibt. Ferner ist die Summe der
Eigenwerte gleich der Spur der Matrix. Somit hat eine Rotationsmatrix R
die Spur

spur(R) = 1+ €™ + e % =14 2Re(e?) = 1 + 2 cos(p). (12.4)

Die Spur der Drehmatrix R aus Gleichung (12.3) kann man aber einfach aus
der expliziten Darstellung durch Summation der Diagonalelemente ablesen.
Wir erhalten

spur(R) = 3a® — b* — 2 — d°.

Benutzt man auch noch die Relation a? + b2 + ¢ + d? = 1, so ergibt sich
spur(R) = 4a” — 1. (12.5)
Kombiniert man die beiden Gleichungen (12.4) und (12.5) erhélt man

cos(p) = 2a” — 1.

3. Das Additionstheorem fiir cos(x) besagt
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).
Man erhélt somit mit cos(x)? + sin(z)? = 1
cos(2z) = cos(z)? — sin(z)? = 2cos(x)? — 1.
Wir wollen nun alle drei Aussagen kombinieren. Wir stellen eine Drehung um
die Achse r = (b, c,d)” (mit normierten r) durch das Quaternion

Do = cos(a) + sin(a)(bi + cj + dk)
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dar. Es gilt a = cos(a) und fiir den Drehwinkel ¢ ergibt sich somit
cos(p) = 2a? — 1 = 2cos(a)? — 1 = cos(2a).

Zusammenfassend erhalten wir

Satz 12.3. Es sei r = (b,c,d)T ein normierter Vektor. Ferner sei pa, =
cos(a) + sin(a)(bi + ¢j + dk). Dann stellt v — pvp eine Drehung um Achse r
mit Winkel 2 dar.

In gewisser Weise verdoppelt die Ubersetzung von der unitéren Welt in die
dreidimensionale Welt den Drehwinkel. Dies muss auch so sein, denn es gilt
DPayr = —Patnr,r- D.h. die zugehorigen SU(2) Matrizen ergeben sich durch
Multiplikation mit —1 und miissen die gleiche Drehung darstellen. Da wir
durch den obigen Satz die Drehung und die Achse beliebig festlegen kénnen,
kénnen wir wirklich jede Drehung im R? durch ein entsprechendes Quater-
nion ausdriicken. Verkniipfung der Drehungen entspricht Multiplikation der
Quaternionen.

12.7 Die Topologie von Rotationen

Zum Abschluss unserer Uberlegungen wollen wir uns noch ganz kurz Gedan-
ken iiber die Raumformen der Menge der SU(2) Matrizen und der zugehori-
gen Drehungen machen. SU(2) Matrizen erfiillen a? + b% + ¢2 + d? = 1. Wir
koénnen diese also eins-zu-eins den Punkten einer Kugeloberfliche S® im R*
zuordnen. Die Matrizen M und —M entsprechen der gleichen Drehung, also
wird die Menge SO(3) aller Drehungen im R3 doppelt von SU(2) iiberdeckt.
Antipodale Punkte der S? stellen somit identische Drehungen dar. D.h. topo-
logisch entsteht die SO(3), indem man auf der Sphire S® antipodale Punkte
identifiziert. Es entsteht ein Raum, der isomorph zum reellen dreidimensiona-
len projektiven Raum RP? ist. In analoger Weise hatten wir auch in Abschnitt
1.5 den RP? durch Identifizieren antipodaler Punkte der S? erhalten.

In Abschnitt 1.5 haben wir noch eine andere topologische Konstruktion
von RP? kennengelernt. Man nehme eine Kreisscheibe und identifiziere ge-
geniiberliegende Randpunkte. Analog gewinnen wir einen zu RP? #quivalen-
ten Raum, indem wir eine Kugel im R? hernehmen und gegeniiberliegende
Rénder identifizieren. Wir kénnen diese Konstruktion bei den Rotationen des
R3 wiederfinden. Wir reprisentieren dazu eine Drehung im R?® durch einen
Vektor im R? auf der Drehachse. Die Linge des Vektors soll den Drehwinkel
angeben. D.h. wir kénnen alle moglichen Drehungen durch die Vektoren in
einer Kugel vom Radius 7 um den Nullpunkt darstellen. Alle Punkte im In-
neren der Kugel reprisentieren unterschiedliche Drehungen. Auf dem Rand
der Kugel représentieren hingegen zwei antipodal gegeniiberliegende Punkte
die gleiche Drehung und miissen somit identifiziert werden. Somit gilt, dass
die Menge aller Drehungen im R? ein RP? ist!
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12.8 Exkurs: Oktaven und haarige Béille

1 — 2 — 4 von den reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen zu den Quater-
nionen: R — C — H. Bei dieser Kette haben wir Stiick fiir Stiick geometrische
Eigenschaften gewonnen und algebraische verloren. Alle vier Zahlenbereiche
lassen eine Addition und eine Multiplikation zu. Die Addition verhilt sich
jeweils wie eine Vektoraddition. In allen Zahlenbereichen gibt es (aufler zur
0) multiplikative Inverse. Die reellen Zahlen sind angeordnet, kommutativ und
assoziativ — die komplexen Zahlen sind nicht mehr anordbar, aber immer noch
kommutativ und assoziativ — die Quaternionen sind nur noch assoziativ. Auf
der anderen Seite konnten wir mittels der komplexen Zahlen Drehungen in
der Ebene beschreiben. Die Quaternionen lieen sich dazu nutzen Drehun-
gen im dreidimensionalen Raum zu beschreiben. Die Frage liegt nahe, ob
man die Kette noch fortfiihren kann, um auch in noch héheren Dimensionen
“Vektoren multiplizieren zu konnen”. In der Tat ist diese Frage alles andere
als einfach zu beantworten und sie hat viele tiefe Verbindungen zur Geome-
trie, Topologie, Kombinatorik, Algebra und Zahlentheorie. Diese sollen (wie
immer sehr fragmentarisch) Thema dieses letzen Exkurses sein.

Fragen wir uns zunéchst, was die Zahlenbereiche R, C, und H gemeinsam
haben. Betrachten wir nur die Addition, so ist jeder dieser Zahlenbereiche
ein Vektorraum. Die Dimensionen sind der Reihe nach 1,2, und 4. Auf jedem
dieser Vektorrdume V ist eine Multiplikation - : V x V — V definiert, die
zwei Vektoren wiederum einen Vektor zuordnet — das Produkt zweier kom-
plexer Zahlen ist eine komplexe Zahl, das Produkt zweier Quaternionen ist
ein Quaternion. Eine herausragende Eigenschaft dieser drei Zahlenbereiche
ist nun, dass die Multiplikation vertréaglich mit der Norm im Vektorraum ist.
Es gilt in allen drei Féllen

- Iyl = [l -y,

wobei die Multiplikation auf der rechten Seite die Multiplikation im jeweiligen
Zahlenbereich ist und die auf der linken Seite die Multiplikation der reellen
Zahlen. Man nennt diese Eigenschaft Normiertheit der Multiplikation.

Zahlentheorie. Diese Beobachtung hat eine nette zahlentheoretische Kon-
sequenz. Die Norm ist ja die Wurzel aus einer Summe von Quadratzahlen.
Quadriert man beide Seiten der obigen Gleichung und setzt nur ganze Zahlen
ein, so sieht man fiir n = 1, 2, 4, dass sich das Produkt von zwei Summen von
n Quadratzahlen wieder als Summe von n Quadratzahlen schreiben I&sst.
Fiir n = 2 erhélt man aus der Multiplikation komplexer Zahlen die folgende
Formel:

(2 4+ 23) - (U5 + ¥3) = (z1y1 + 22y2)® + (212 — 22y1)°.
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Fiir n = 4 folgt die Aussage aus der Quaternionenmultiplikation und fiir
n = 1 ist das Ergebnis trivial. Man kann sich nun fragen, ob es weitere n
gibt, fiir die eine solche Eigenschaft moglich ist.

Algebra. Im Jahre 1843 gelang es Hamilton (einem der Erfinder der Qua-
ternionen) zu zeigen, dass die Existenz einer solchen Summenformel

@+ an) i) = (44 2), (12.6)

wobei die z; bilineare Funktionen in den x; und y; sein sollen, gleichwertig
zur Existenz einer Divisonsalgebra in einem entsprechenden n-dimensionalen
reellen Vektorraum ist. Eine Divisionsalgebra ist ein Vektorraum V ausgestat-
tet mit einer Multiplikation - : VXV — V | so dass aus = - y = 0 zwingend
x = 0 oder y = 0 folgt. Wir sehen insbesondere, dass R, C und H allesamt
Divisionsalgebren sind.

Die Bedingung, dass ein reeller Vektorraum V durch geeignete Definition
einer Multiplikation zur normierten Divisionsalgebra gemacht werden kann,
ist sehr restriktiv. Im Jahre 1843 gelang es Hamiltons Freund John T. Graves
eine Divisionsalgebrastruktur fiir n = 8 anzugeben. Er nannte diesen Zahlen-
bereich Oktaven. Wie nicht selten in der Mathematik blieb seine Entdeckung
aufgrund mangelnder Bekanntheit unbeachtet. Daher heiflen diese Zahlen
heutzutage auch meistens Cayley’sche Oktonionen, nach dem berithmten Ma-
thematiker Arthur Cayley, der 1845 die gleiche Struktur entdeckt hatte. Im
Jahr 1898 gelang Adolf Hurwitz der bahnbrechende Satz, dass es eine ganz-
zahlige Summenformel wie in (12.6) nur fiir n = 1,2, 4, 8 geben kann. Somit
nehmen diese Zahlenbereiche eine ausgesprochen exzeptionelle Rolle ein. Die
Oktaven (bzw. Oktonionen) O sind Zahlen der Form

xr=x0+ x11 + x2j + 3k + x4l + x5 + 26N + T70.

Das Produkt zweier solcher Zahlen ergibt sich aus der Multiplikationstabelle
fiir die Einheiten i, ..., 0.

1 i j k 1 m n o
111 i j k 1 m n o
ili -1 k —j o n —-m -1
jlj k-1 i m -1 o —n
klk j i —-1-no 1 —m
Ifl —o-m n -1 j -k i
mm-n 1 -o-j-1 i k
nln m —-o -1 k —-i -1 j
olol n m —-i-k —j -1

Auf den ersten Blick ist diese Tabelle nicht sehr erhellend, aber man
kann dennoch einige interessante Tatsachen daraus ablesen. Je zwei Einhei-
ten antikommutieren und alle Einheiten sind Wurzeln von —1. Wir finden die
Quaternionen als Unterstruktur in Q@ wieder. Es gilt jedoch noch viel mehr.
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Abb. 12.1 Kombinatorik der oktonischen Einheiten.

Tatsédchlich kénnen wir zwei beliebige Einheiten hernehmen — diese und deren
Produkt erzeugen wieder eine quaternionische Unterstruktur. Fiir die gewon-
nenen Dimensionen haben wir allerdings auch wieder gezahlt. Wie man leicht
nachpriifen kann ist die oktavische Verkniipfung nicht mal mehr assozioativ.
Alles in allem haben wir bei der Kette

R—-C—H-—O

der Reihe nach Anordbarkeit, Kommutativitit und Assoziativitit verloren.
In gewisser Weise gibt es danach keine Eigenschaft mehr, die aufgegeben
werden kann.

Kombinatorik. = Wir wollen uns die Kombinatorik in der obigen Multipli-
kationstabelle etwas griffiger notieren. Hierzu betrachten wir die Diagramme
in Abbildung 12.1. Innerhalb der Quaternionen gelten die Identitéiten ij = k,
jk =1iund ki = j. Das Diagramm auf der Linken spiegelt diese Beziehungen
als eine Art “Kreisverkehr” wieder. Das Produkt zweier aufeinanderfolgender
Buchstaben (in dieser Reihenfolge) ist der darauf folgende Buchstabe. Das
Diagramm rechts représentiert nun gleichzeitig alle derartigen Relationen in
den oktavischen Einheiten. Hierzu muss man sich jede gerade Linie zyklisch
als Kreis geschlossen vorstellen. Die Figur enthilt insgesamt 6 gerade Lini-
en und einen Kreis. Dies entspricht den 7 quaternionischen Unterstukturen
die aus oktavischen Einheiten gebildet werden konnen. In gewisser Weise
schlieft sich an dieser Stelle ein Kreis zu unserem ersten Kapitel. Dort ha-
ben wir projektive Ebenen kennen gelernt. Die Struktur, die wir hier vor
uns haben, ist eine endliche projektive Ebene mit sieben Punkten und sieben
Geraden. Diese entsprechen genau den mdoglichen quaternionischen Unter-
strukturen. Je zwei Punkte bestimmen genau eine Gerade. Je zwei Geraden
haben einen eindeutigen Punkt gemeinsam. Man kann diese projektive Ebene
sogar giinzlich analog zur Konstruktion von RP? oder CP! durch homogene
Koordinaten iiber einem Kérper auffassen — dem kleinsten endlichen Kérper
Fy = {0,1}, der nur aus zwei Elementen besteht. Die projektive Ebene iiber



12.8 Exkurs: Oktaven und haarige Bélle 207

Abb. 12.2 Kombinatorik der oktonischen Einheiten.

diesem Korper ist (nach unserem iiblichen Konstruktionsprinzip)

F3\ {(0,0,0)"}
Fa \ {0}

Sie heifit Fano Ebene und hat genau die in Abbildung 12.1 gezeigte Struktur.
Die Fano Ebene besitzt weitaus mehr kombinatorische Symmetrien, als man
in einem ebenen Bild visualisieren kann. Abbildung 12.1 (rechts) spiegelt
eine dreizéhlige Symmetrie wieder. In Abbildung 12.2 (links) ist genau die
gleiche kombinatorische Struktur dargestellt. Dort wird allerdings offenbar,
dass auch eine siebenzihlige Symmetrie hinter der Struktur steckt und somit
keiner der sieben Punkte eine ausgezeichnete Rolle spielt. Es wird dort auch
klar, dass die Einheiten sinnvollerweise in der Reihenfolge

(ivjv 17 ka m,n, 0) = (ela €2, €3, €4, €5, €6, 67)
aufgelistet werden konnen. Es gilt dann z.B. (Indizes modulo 7)
€i€j = € = €j41€j41 = €k+1 und €i€j = € == €24€2j = €3f.

Die erste Gleichung entspricht der siebenzéihligen und die zweite Gleichung
der dreizihligen Symmetrie.

Die wohl symmetrischste Darstellung ist in Abbildung 12.2 (rechts) gege-
ben. Hier entspricht jedes gelbe Dreieck einer quaternionischen Teilstruktur.
Man muss sich entweder die Ebene endlos periodisch gepflastert mit Drei-
ecken vorstellen, oder die ganze Struktur (auf den rautenférmigen Bereich
beschrinkt) auf einen Torus eingebettet denken. Verschiebung entlang einer
der Geraden entspricht der siebenzéhligen Symmetrie und Drehung um ein
Dreieckszentrum der dreizéhligen Symmetrie. Die Situation ist sehr dhnlich
zu den Symmetrien der Pappos Konfiguration, die wir im dritten Exkurs
betrachtet haben (vgl. Abbildung 3.2).
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Abb. 12.3 Vektorfelder auf der S! und auf der S2.

Topologie. Die Theorie der Divisionsalgebren hat iiberraschenderweise
erstaunlich viel mit Topologie und Singularitédtentheorie von Vektorfeldern
zu tun. In gewisser Weise sichert einem die Existenz von Divisionsalgebren
bestimmte geometrische Strukturen, die andernfalls nicht auftreten kénnen.
Der entsprechende Fachbegriff lautet: die Parallelisierbarkeit einer Sphdre
und ein berithmter Satz von John Milnor und Raoul Bott aus dem Jahre 1958
(unabhéingig ebenso von Michel Kervaire bewiesen) sagt, dass die einzigen
parallelisierbaren Sphéren die S* (also der Kreis), die S® und die S7 sind. Es
ist hier kein Zufall, dass dies genau die Einheitskugeln im R?, R* und R® sind,
in denen die eben betrachteten Divisionsalgebren existieren. Um zumindest
ansatzweise eine Vorstellung dieser Ergebnisse zu bekommen, miissen wir ein
klein wenig technisch werden.

Ein tangentiales Vektorfeld V an eine in den R"*! eingebettete Sphiire S™
ist eine kontinuierliche Abbildung V: S™ — R"*! so dass V(P) an jedem
Punkt P der Sphére in Richtung eines Tangentialvektors der Sphére zeigt.
Abbildung 12.3 (links) deutet ein Vektorfeld an die S* an. Jeder der Vektoren
liegt tangential am angehefteten Punkt. Man kann sich dieses Vektorfeld
als das Geschwindigkeitsfeld eines drehenden Rades vorstellen. Wenn man
vereinfacht annimmt, dass Winde nur entlang der Erdkriimmung wehen, dann
ist z.B. die Abbildung die jedem Punkt der Erde seine Windrichtung zuordnet
ein Vektorfeld auf der S2.

Eine Sphére S™ nennt man nun parallelisierbar, wenn es n Vektorfelder
Vi,...,V, gibt, so dass fiir jeden Punkt P € S™ die Vektoren V4 (P),. .., V,(P)
linear unabhéingig sind (und somit den Tangentialraum aufspannen). Betrach-
tet man Abbildung 12.3 (links), so erkennt man, dass das angedeutete Vek-
torfeld, da es nirgends verschwindet, eine Parallelisierung darstellt. Fiir die
Windrichtungen in der nebenan gezeigten Wolkenaufnahme scheint dies nicht
der Fall zu sein. Im “Auge des Wirbelstrums” herrscht Windstille. Eine analo-
ge Definitionen ldsst sich natiirlich auch fiir jede andere glatte Manigfaltigkeit
wie z.B. den Torus durchfiihren. Ein Torus ist z.B. parallelisierbar. Der Satz
von Bott-Milnor-Kervaire besagt nun, dass nur die S*, $% und die S7 paralle-
lisierbar sind. Fiir die S2 scheitert die Parallelisierbarkeit bereits an folgender
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Abb. 12.4 Gekdammte Sphére (mit Wirbelpunkt) und glattgekimmter Torus.

Tatsache, die unter dem Namen Hairy Ball Theorem bekannt ist: “Es gibt fiir
die S? kein kontinuierliches, tangentiales Vektorfeld, das nirgends verschwin-
det.” Etwas salopp ausgedriickt: Man kann eine haarige Kugel nicht so stetig
kdmmen, dass nicht mindestens irgendwo ein Wirbel auftritt. Oder noch an-
ders: Irgendwo auf der Erde herrscht Windstille. Abbildung 12.4 illustriert,
dass es nicht moglich ist eine Kugel wirbelfrei zu kimmen, wohingegen dies
fiir den Torus durchaus geht.

Was hat das nun alles mit komplexen Zahlen, Quaternionen und Oktaven
zu tun? Aus diesen Zahlenbereichen lassen sich Parallelisierungen fiir die
entprechenden Sphiiren konstruieren. Wir fassen dazu die S', S und die S7
als die Zahlen mit Betrag 1 in C, H und O auf. Im Falle von C erhélt man ein
tangentiales Vektorfeld im Punkt = € S* einfach als V(x) = x-i. Analog erhilt
man iiber H und O Vektorfelder durch die Abbildungen V;(z) = z - ¢; mit
1=1,23firHundi=1,...,7in O, wobei eg = 1,e; =i,ea =j,...,e7 =
o gelten soll. Die Vektorfelder bilden aufgrund der Normierungseigenschaft
sogar jeweils eine Orthonormalbasis fiir den jeweiligen Tangentialraum.

Dieser Zusammenhang ist erstaunlich einfach nachzuweisen. Wir wollen
dies zunéchst durch Ausnutzen der Normierungseigenschaft in normierten
Divisonsalgebren tun. In jeder normierten Divisionsalgebra (also insbesondere
in C, H und O) gilt fiir alle z,y

- yll = llz]l - llyl]- (12.7)

Wir beschrénken uns auf den Fall von O, der Beweis fiir C und H ist analog.
Wir fassen ein Element aus O als einen achtdimensionalen Vektor z auf und
zeigen, dass die Vektoren x,x - eq,...,x - ey paarweise senkrecht aufeinander
stehen. Nach Pythgoras stehen zwei Vektoren z, y senkrecht aufeinander,
wenn

)1 +llyll* = [l +y[I®
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gilt. Wir werden im Folgenden nur diese Charakterisierung von Orthogona-
litét, die Normierungseigenschaft (12.7), sowie Distributivitét in R bzw. in O
verwenden (viel mehr haben wir ja auch nicht zur Verfiigung). Es seien nun
i, j zwei verschiedenen Indizes aus {0,...,7}, Es ergibt sich

1
- eill* + [l - &2

[ - flesll® + ll® - Nle;1?
1% - (le:ll + lle; %)
]I - flei + e511?

2 (es + )17

- e + - e,

[l = les Jlwo ]

wobei die mit 2 gekennzeichneten Gleichheitszeichen wegen des Distributiv-
gesetzes, und die mit 1 gekennzeichneten wegen der Normierungseigenschaft
gelten. Das mit 3 gekennzeichnete Gleihheitszeichen gilt aufgrund der Tat-
sache, dass die Einheiten eg,eq,...,e7 als Vektoren senkrecht aufeinander
stehen. Also stehen x - ¢; und x - e; senkrecht aufeinander und wir erhalten
die gewiinschte Parallelisierung.

Es ist iibrigens auch eine sehr instruktive Ubung sich obige Eigenschaft
allein aufgrund der durch die Multiplikationstabelle definierten Rechenregeln
fiir Quaternionen bzw. fiir Oktaven klar zu machen. Wir wollen dies im Fol-
genden fiir die Quaternionen tun (fiir Oktaven geht das analog). Betrachten
wir ein Quaternion = = a + bi + ¢j + dk. Wir wollen zeigen, dass z, i, zj, xk
senkrecht aufeinander stehen. Einfaches Ausrechnen ergibt

x = +a+ bi+ ¢j + dk;
xi= —b+ai+dj— ck;
zj = —c —di+ aj + bk;
zk = —d + ci — bj + ak.

Wie man leicht iiberpriift, stehen je zwei dieser (als 4-dimensionale Vekto-
ren augefasste) Quaternionen senkrecht aufeinander. Der Ubergang von einer
Zeile zu einer beliebigen Andern, entsteht jeweils durch Vertauschen zweier
Buchstabenpaare verbunden mit genau einer Vorzeichenumkehr pro Paar.
Dies impliziert Orthogonalitéit.

Differentialgeometrie.  Die Story geht noch weiter. Vektorbiindel, Hopf
Faserungen, exotische Sphéren und Spinoren, sind nur einige Begriffe der Dif-
ferentialgeometrie, die sich direkt an diesen Themenkreis anschliefen. Doch
das ist eine andere Geschichte und soll ein andermal erz&hlt werden. ..
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Ubungsaufgaben

1. Gegeben seien die beiden Quaternionen p = po+p1i+p2j+psk und ¢ = qo+q1i+q2j+
g3k. Der Realteil von p sei mit Re(p) bezeichnet. Zeigen Sie die folgenden Identitéten:

a) Es gilt p1 = —Re(i-p), p2 = —Re(j - p) und p3 = —Re(k - p).

b) Es seien die beiden Vektoren p = (po,...,p3)T und § = (qo,- - -, q3
gegeben. Dann gilt (p, §) = Re(p - 7).

c) Es seien die beiden Vektoren p = (p1,p2,p3)T und ¢ = (q1,¢2,q3)” aus dem R3
gegeben und px§ mit 7 bezeichnet. Ferner sei r = 24242 Dann gilt 71 = —Re(i-r),
7o = —Re(j-r) und 73 = —Re(k - r).

)T aus dem R*

2. Gegeben sei die Drehachse r = (1,1,1)” und der Winkel ¢ = 5 - Ferner sei der Punkt
p=(1,0,—1)T gegeben.

a) Bestimmen Sie eine Matrix M € SU(2), die die Drehung beschreibt.

b) Bestimmen Sie das Einheitsquaternion, das die Drehung beschreibt.

¢) Bestimmen Sie die spurfreie hermitesche Matrix H, die p kodiert.

d) Bestimmen Sie das Vektorquaternion, das p kodiert.

e) Wohin wird p unter dieser Drehung abgebildet.

f) Bestimmen Sie eine 3x3-Matrix, die die Drehung um r mit Winkel ¢ beschreibt.

3. Gegeben sei die Matrix

2.
+§Z

wln
ol

M =

102 _ 2

-3 37 3¢

a) Weisen Sie nach, dass M eine Drehung im R3 darstellt.

b) Bestimmen Sie die Drehachse und den Drehwinkel der durch M dargestellten

Drehung.

4. Gegeben sei die Matrix
1 2 -1 2
R=—-- 2 2 -1
-1 2 2

a) Weisen Sie nach, dass R eine Drehmatrix ist.
b) Bestimmen Sie ein Quaternion, welches die gleiche Drehung beschreibt.

5. Wir wollen zeigen, dass die sogenannte Fano Ebene tatséchlich ein projektive Ebene
ist. Dafiir setzten wir sowohl die Menge der Punkt als auch die Menge der Geraden
gleich

F3\ {(0,0,0)"}
F2\ {0}
und definieren die zugehorige Inzidenzrelation wie folgt: Ein Punkt P = (Py, Ps, P3)T
liegt genau dann auf einer Geraden g = (g1, g2, g3)”, wenn

P-gi+Py-go+P3-g3=0 (mod 2)

gilt. Zeigen Sie, dass es

a) zu zwei verschiedenen Punkten immer genau eine Verbindungsgerade gibt.
b) zu zwei verschiedenen Geraden immer genau einen Schnittpunkt gibt.
¢) vier paarweise verschiedene Punkte gibt, von denen keine drei kollinear sind.

Ferner fertigen Sie eine Skizze der Fano Ebene an.



Leseempfehlungen

Es wire eine Mamutaufgabe eine erschopfende Bibliografie zu den Themen
Themen “Projektive Geometrie” und “Wie rechne ich mit geometrischen Ob-
jekten” anzugeben. Eine Auflistung aller relevanten Titel, die in den letzten
200 Jahren entstanden sind, wiirden sicher bereits ein mehrhundertseitiges
Buch fiillen. Wie der Titel schon verriit, wollen wir in diesem Kapitel le-
diglich ein wenig weiterfithrende Literatur angeben. Sie soll dem Leser eine
Vertiefung bzw. einen Einstieg in vertiefende Themen ermoglichen. Dabei
unterteilen wir diese Liste in Literatur fiir den Hauptteil des Buchs und Li-
teratur fiir die Exkursionen zu den Kapiteln.

Leseempfehlungen fiir den Hauptteil

Grundlagen. Die wichtigste Grundlage dieses Buches ist ein solides Wissen iiber Lineare
Algebra, wenn moglich bereits mit Querbeziigen zu deren geometrischer Anwendung. Dazu
gehoren z.B. Vektorrdume, lineare Gleichungssysteme und Determinanten. Zwei Biicher
seien hier als Einstieg empfohlen. Das erste [Fis] als Grundwissen, das zweite [Koe] fiir
zahlreiche Verbindungen zur Geometrie.

[Fis] FISCHER, G., Lineare Algebra: Eine Einfihrung fir Studienanfinger, 16.
iiberarb. und erw. Auflage, Vieweg, 2008.

[Koe] KOCHER, M., Lineare Algebra und analytische Geometrie, 4. Aufl. 1997,
Springer, Nachdruck 2002.

Projektive Geometrie. Das wohl wichtigste geometrische Gebiet, dass in diesem Buch
behandelt wird, ist die projektive Geometrie. Hier seien nur einige der “Klassiker” [Bla,
Cox1, Cox2] aufgefiihrt, sowie das gerade im Entstehen befindliche Buch [Ri], welches viele
der hier behandelten Themen noch einmal vertiefend aufgreift und ausbaut.

[Bla] BLASCHKE, W., Projektive Geometrie, 2. Aufl., Wolfenbiittler Verl. Anst,
1948.
[Cox1] COXETER, H. & BURAU, W., Reelle projektive Geometrie der Ebene, Ol-
denbourg, 1955.
[Cox2] COXETER, H., Projective Geometry, 2. Aufl. 1974, Springer, Nachdruck
1994.
[Ri] RICHTER-GEBERT, J., Hands on Projective Geometry, in Bearbeitung.

J. Richter-Gebert, T. Orendt, Geometriekalkiile, Springer-Lehrbuch, 213
DOI 10.1007/978-3-642-02530-3_BM2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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Weiterfiihrende geometrische und algebraische Themen. Die folgende Liste sei den
Lesern empfohlen, die sich in spezielle und speziell schéne Themen an der Schnittstelle von
Geometrie und Algebra einarbeiten méchten. Das erste [CoxGrei] ist eine gelungene und
elegante Fundgrube geometrischer Zusammenhéinge und deren algebraischer Behandlung.
Das zweite [Har] zeichnet sehr fundiert den klassischen geometrischen Aufbau beginnnend
bei Euklid bis hin zu nicht-euklidischer Geometrie nach. Das Buch [Mar] geht insbesondere
auf die algebraische Méchtigkeit geometrischer Konstruktionswerkzeuge (vom Lineal, iiber
Zirkel bis hin zu Origami) ein. Und [Bot] gibt diverse Schlaglichter auf elementargeome-
trische Themen.

[CoxGrei] COXETER, H. & GREITZER, S., Geometry Revisited, The Mathematical
Association of America, 1975.

[Har] HARTSHORNE, R., Euclid and beyond, Springer, 2005.
[Mar] MARTIN, G.E., Geometric Constructions, Springer, 1997.
[Bot] BoOTEMA, O., Topics in Elementary Geometry, Springer, 2008

Andere Geometrien. Im Verlauf dieses Buches haben wir diverse alternative Herange-
hensweisen an Geometrie und damit insbesondere auch verschiedene “Geometrien” aufge-
zeigt. Die folgenden Biicher geben eine gute Einfiihrung in verschiedene alternative Be-
trachtungsweisen von Geometrie. Der Klassiker von Felix Klein [Kleil] ist wohl eine der
ersten Monographien, in denen der Aufbau sowohl euklidischer als auch nicht-euklidischer
Geometrie aus der projektiven Geometrie zusammenhéngend geschildert wird. Dabei wird
die Konsistenz von nicht-euklidischer Geometrie deutlich. Eine moderne Darstellung nicht-
euklidischer Geometrie aus projektivem Blickwinkel findet man in [Gre]. Dabei wird u.a.
auf die historische Entwicklung und den philosophischen Einfluss der Thematik eingegan-
gen. Die Biicher [Ben] und [Cec] geben eine Einfiihrung in die in den Kapiteln 10 und 11
vorgestellte Lie’schen Kreisgeometrie. Eine hervorragende (wenngleich auch sehr abstrak-
te) Einfiihrung in die algebraischen, geometrischen und gruppentheoretisdchen Aspekte
von Quaternionen und Oktonionen findet man in [ConSmi]. Ein viel pragmatischerer Zu-
gang zu Quaternionen ist in [Kui] zu finden. In unserer Herangehensweise an projektive
Geometrie haben wir immer ausnahmslos alle nicht von Null verschiedenen Vielfachen ei-
nes Vektors miteinander identifiziert. Auch hier gibt es eine alternative Betrachtungsweise
— man identifiziert nur positive skalare Vielfache eines Vektors. Dies fithrt zu so genann-
ter orientierter projektiver Geometrie. Eine sehr gut lesbare Einfithrung in diese reizvolle
Struktur, die viele Méglichkeiten &ffnet, findet man in [Stol].

[Kleil] KLEIN, F., Vorlesungen iiber Nicht-Euklidische Geometrie, Originalaus-
gabe 1928, Nachdruck Chelsea Publishing, 1963.
[Gre] GREENBERG, M., Euclidean and Non-Euclidean Geometries: Development
and History, W. H. Freeman, 1993.

[Ben] BENz, W., Vorlesungen iber Geometrie der Algebren, Springer, 1973.

[Cec] CeciL, T., Lie Sphere Geometry: With Applications to Submanifolds,
Springer, 2007.
[ConSmi] CoNway, J.& SMITH, D., On Quaternions and Octonions, Peters, 2003.

[Kui] KUIPERS, J., Quaternions and Rotation Sequences: A Primer with App-
lications to Orbits, Aerospace and Virtual Reality, University Presses of
CA, 2002

[Stol] SToLF1, J., Oriented Projective Geometry: A Framework for Geometric
Computations, Academic Press, 1991.

Historisches. Viele der hier vorgestellten Ansétze und Verfahren haben ihre Wurzeln in
den Arbeiten der groflen Geometer des 19. Jahrhunderts. Um ein tieferes Verstédndnis der
betrachteten Strukturen zu erhalten, ist es sehr instruktiv diese Ideengeschichte nachzuvoll-
ziehen. Quasi aus erster Hand berichtet Felix Klein in [Klei2] iiber diese Entwicklungen, zu
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denen er selbst auch mafigeblich beigetragen hat. Mit etwas mehr historischen Abstand gibt
das sehr spannende Buch von Yaglom [Yag] eine Ubersicht ausgehend von Losungsverfahren
fiir kubische Gleichungen bis hin zur Entwicklung moderner algebraischer Betrachtungs-
weisen (angereichert mit vielen persénlichen Lebensbildern der beteiligten Mathematiker).

[Klei2] KLEIN, F., Vorlesung iber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahr-
hundert, Springer, 1925, Nachdruck.
[Yag] Yacrowm, I.M., Feliz Klein and Sophus Lie — The Evolution of Symmetry
in the 19th Century , Birkhduser, 1987.

Software. Die Erstellung vieler der in diesem Buch gezeigten Abbildungen war nur unter
Zuhilfenahme geeigneter Software moglich. Praktisch alle der hier gezeigten Abbildungen
entstanden mit dem von J. R.-G. und U. Kortenkamp entwickelten Geometriesoftware
Cinderella [Cin]. In verschiedenen Féllen wurden die mit Cinderella erstellen Daten mit
anderen Programmen nachbearbeitet, bzw. visualisiert. Cinderella erméglich es einerseits
in einem projektiven Kontext bewegbare geometrische Skizzen zu erstellen, andereseits
ermoglich eine mathematiknahe Skriptsprache das einfache und gezielte programmatische
Erzeugen mathematischer Skizzen. Die dreidimensionalen Bilder in den Exkursen von Kapi-
tel 1 und 12 wurden zur Erstellung zunéchst mit jReality [jReal] (dies kann man als Plugin
in Cinderella verwenden) gerendert und interaktiv so lange modifiziert bis der gewiinschte
Eindruck entstand und danach mit der frei verfiigbaren Raytracing Software Povray [Pov]
ausgegeben. Um den graphischen Stil, der im endgiiltigen Bild zusehen ist, zu erreichen,
wurden diese Bilder dann noch mit der Software beFunky [beFun] nachbearbeitet.

Abschlieend sei hier noch auf die Internetsammlung Mathe Vital verwiesen. Dort gibt
es eine grofle Sammlung interaktiver Materialen, die in direktem Zusammenhang mit den
hier dargelegten Themen stehen.

[Cin] RICHTER-GEBERT, J. & KORTENKAMP, U., Cinderella: Die interaktive
Geometrie-Software, Springer. www.cinderella.de
jReal] GuNN, C., HOFFMANN, T., ScHMIES, M. & WEISSMANN, S., jReality,
J J Y
www.jreality.de.
beFun| beFunky, wuw.befunky.com.
y
[Pov] Povray, www.povray.org.

[MV] RICHTER-GEBERT, ET. AL., Mathe Vital, www.mathe-vital.de.

Leseempfehlung fiir den Exkurs des ...

... 1. Kapitels: Raumformen

[Stil] STILLWELL, J., Geometry of Surfaces, Springer, 1995.

... 2. Kapitels: Projektive Entzerrung

[RK2] KorTENKAMP, U. & RICHTER-GEBERT, J., Cinderella.2 — Geometrie und
Physik im Dialog, Computeralgebra-Rundbrief, Sonderheft zum Jahr der
Mathematik, 12-14, (2008).

... 3. Kapitels: Symmetrien der Pappos Konfiguration

[Cod4] COXETER, H., The Beauty of Geometry: Twelve Essays, Dover Pubn Inc,
106-149, 1999.
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... 4. Kapitels: Projektive Skalen in freier Wildbahn

[Dul] DUELL, J., Art Stories with Julie Duell — 23. Trouble with perspective in
drawing? This may help,
http://artintegrity.wordpress.com/2008/05/26/24-trouble-with-
perspective-in-drawing-this-may-help/

... 5. Kapitels: Wo stand der Fotograf

[Tri] Tripp, C., Where Is the Camera? The Use of a Theorem in Projective
Geometry to Find from a Photograph the Location of the Camera, The
Mathematical Gazette, 71-455, 8-14, (1987).

... 6. Kapitels: Die Asthetik von M&bius-Transformationen
[MSW] MUuUMFORD, D., SERIES, C. & WRIGHT, D., Indra’s Pearls: The Vision of
Feliz Klein, Cambridge University Press, 2002.

[Ri2] RICHTER-GEBERT, J., Aschenputtel und die Perlen, DMV Mitteilungen,
12-1, 21-29, (2004).

... 7. Kapitels: Pseudo-Euklidische Geometrie

[MSW] LIEBSCHER, D., Einsteins Relativititstheorie und die Geometrie der Ebe-
ne, Teubner, 1999.

... 8. Kapitels: Roboter

[Whi] WHITE, N., Grassmann-Cayley Algebra and Robotics, Journal of Intelli-
gent and Robotic Systems, 11, 91-107, (1994).

... 9. Kapitels: Computergestiitztes Beweisen
[Ri3] RICHTER-GEBERT, J., Mechanical theorem proving in projective geometry,
Annals of Mathematics and Artificial Intelligence, 13, 139-172, (1995).
[Ri4] RICHTER-GEBERT, J., Meditations on Ceva’s Theorem, The Coxeter Le-

gacy: Reflections and Projections (Eds. Davis, C. & Ellers, E., American
Mathematical Society, Fields Institute), 227-254, (2006).

... 10. Kapitels: Apollonius und Zahlentheorie

[GL1] GRrAHAM, R., LAGARIAS, J., MALLOws, C., WILKs, A. & YAN, C., Apollo-
nian Circle Packings: Number Theory, Journal of Number Theory, 100-1,
1-45, (2003).

[ErL] ERIKSSON, N. & LAGARIAS, J., Apollonian circle packings: Number theory
II. Spherical and hyperbolic packings, Ramanujan Journal, 14-3, 437-469,
(2007).

[GL2] GraHAM, R., LAaGARIAS, J., MaLLows, C., WILKS, A. & YaN, C., Apol-
lonian Circle Packings: Geometry and Group Theory I. The Apollonian
Group, Discrete and Computational Geometry, 34, 547-585, (2005).

[GL3] GRAHAM, R., LAGARIAS, J., MALLOwS, C., WILKs, A. & YAN, C., Apollo-
nian Circle Packings: Geometry and Group Theory II. Super-Apollonian
Group and Integral Packings, Discrete and Computational Geometry, 35,
1-36, (2006).

[GL4] GraAHAM, R., LAGARIAS, J., MaLLows, C., WiLKS, A. & YaN, C., Apol-
lonian Circle Packings: Geometry and Group Theory III. Higher Dimen-
stons, Discrete and Computational Geometry, 35, 37-72, (2006).

... 11. Kapitels: Der “andere” Schnittwinkel

[CoxGrei] COXETER, H. & GREITZER, S., Geometry Revisited, The Mathematical
Association of America, 124-126, 1975.
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... 12. Kapitels: Oktaven und haarige Bille

[Bea] BAEz, J., The octonions, Bulletin of the American Mathematical Society,
39, 145-205, (2002).

[Cod4] COXETER, H., The Beauty of Geometry: Twelve Essays, Dover Pubn Inc,
21-39, 1999.
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